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HAUPTAUFSÄTZE 


Über die gegenwärtige Krise der Mechanik. 


Von R. v. MISES in Berlin. ') 


s sind erst wenige Jahrzehnte her, da galt die Mechanik der sichtbaren Körper, die 
Mechanik der wirklich beobachtbaren Bewegungen und Kräfte, als der vollendetste, 
jedenfalls als ein vollkommen sichergesteliter Teil unseres physikalischen Weltbildes. 

So stark war das Vertrauen zu dem festgefügten Aufbau der klassischen Mechanik, daß 
man einen beliebigen physikalischen Vorgang erst dann als völlig geklärt ansehen wollte, 
wenn er auf einen mechanischen zurückgeführt war. Die Philosophen, die bekanntlich 
gerne die Ergebnisse einer Wissenschaft, sobald sie sichergestellt erscheinen, zu über- 
treiben pflegen, taten auch hier ein übriges, und so setzte Wilhelm Wundt an die 
Spitze seiner Axiome der Physik den Ausspruch: Alle Ursachen in der Natur sind Be- 
wegungsursachen. Gerade dieser enge Zusammenhang zwischen den Grundbegriiien der 
Mechanik und der Gestaltung unseres Ursachbegrifies berührt sich mit dem, was uns hier 
beschäftigen wird. 


1. Die Mechanik der Relativitätstheorie. Den ersten ernsthaften Anstoß er- 
hielt die Mechanik, die man fälschlich die Newtonsche nennt — denn sie stützt sich auf 
drei unabhängige Grundpfeiler, die Newtonsche Mechanik freier Punkte, den Euler- 
Lagrangeschen Systembegriff und den Cauchyschen Begriff der inneren Spannung —, 
den ersten Anstoß erhielt die klassische Mechanik vor etwa zwei Jahrzehnten von der 
Elektrodynamik her, als man sich genötigt sah, Massen anzunehmen, deren Größe von 
der Geschwindigkeit abhing. Bekanntlich hat die weitere Verfolgung dieses Problem- 
kreises nach einigen Umwegen zur speziellen und dann zur allgemeinen Relativitäts- 
theorie geführt. Als sich vor rd. zehn Jahren die Grundgedanken der speziellen Rela- 
tivitätstheorie allmählich in weiteren Kreisen durchsetzten, begann man auch viel von 


'!) Vortrag, gehalten auf der ' Jahresversammlung der deutschen Mathematiker-Vereinigung in 


Jena am 20. September 1921. 
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der »Neuen Mechanik« zu reden, die durch jene Theorie bedingt sei. Und wenn ich 
heute einen Vortrag über die gegenwärtige Krise der Mechanik angekündigt habe, bin 
ich vielleicht auch dem Mißverständnis ausgesetzt, als wollte ich von der Relativitäts- 
Mechanik sprechen. Dem ist aber nicht so. Von dem Standpunkt, den ich hier zur 
Geltung bringen möchte und der den unmittelbaren Zusammenhang rein mecha- 
nischer Beobachtungen mit bestimmten grundsätzlichen Fragen betrifit, von 
diesem Standpunkt aus erscheint die Mechanik der Relativitätstheorie durchaus nicht als 
revolutionär; viel eher möchte ich sie als eine »überklassische Mechanik: bezeichnen, 
denn als eine fortschrittliche Entwicklung der alten Mechanik. Wie das gemeint ist, soll 
gleich etwas ausführlicher erläutert werden, da dies auch die passendste Ueberleitung 
zum eigentlichen Gegenstand meines Vortrages bildet. 

Ueberlegen wir uns einmal, welchen Eigenschaften die Klassische Mechanik ihre 
außerordentlich starke Stellung innerhalb der Gesamtheit der physikalischen Wissen- 
schaften verdankt, so müssen wir eıkennen, daß die ursprünglichen Ansätze sich nach 
zwei entgegengesetzten Richtungen entwickelt haben und daß demnach auch zwei ganz 
verschiedene Seiten an ihnen gewertet werden. Der Physiker hat eine Mechanik aus- 
gebildet, wie sie allenthalben als erstes Kapitel in jedem Lehrgang der theoretischen 
Physik auftritt, and die ich für den Augenblick etwa als die »gebundene« Mechanik be- 
zeichnen möchte. Sie erblickt das Entscheidende und Wertvolle in den Aufstellungen 
von Newton, Euler-Lagrange und Cauchy darin, daß durch sie zum erstenmal die 
Zusammenfassung eines großen Erscheinungsgebietes in eine enge Gruppe 
von Differentialgleichungen oder noch besser die Unterordnung unter ein einziges Va- 
riationsprinzip geleistet wird, ein Vorgang, der dann zum Muster für die Ausbildung der 
übrigen Teile der theoretischen Physik geführt hat. Aber jene alten Aufstellungen be- 
sitzen noch einen ganz andersartigen Vorteil und man wird den Verhältnissen durchaus 
nicht gerecht, wenn man meint, daß nur ein methodischer Unterschied bestünde 
zwischen der eben gekennzeichneten »gebundenen« Mechanik und der andern, die ich 
jetzt die »freie« nennen will. Für sie ist der hauptsächlichste Wert der klassischen An- 
sä'ze darin gelegen, daß sie einen sehr lockeren, losen Rahmen bilden, bei dessen 
Ausfüllung noch sehr viel Freiheit bleibt: Man kann für das, was Newton die vis impressa, 
die eingeprägte Kraft, nennt, für das, was in der Euler-Lagrangeschen Mechanik die 
Konstitution des mechanischen Systems ausmacht, endlich für die von Cauchy einge- 
führte Spannungsdyade in weitestem Umfang willkürliche Funktionen einführen, um 
sich der großen Mannigfaltigkeit der natürlichen Erscheinungen anzupassen, und vermag 
damit inhaltlich weit über die »gebundene« Mechanik hinauszugreifen. Um nur ein 
konkretes Beispiel zu nennen: Wenn man in einem System starrer Körper die gewöhn- 
liche Berührungsreibung mit den in der technischen Mechanik üblichen Ansätzen als 
wirksam ansieht, so bleibt man noch im Rahmen der Newtonschen Mechanik, aber 
weder die sog. Bewegungsgleichungen zweiter Art, noch das Hamiltonsche Prinzip 
liefern eine Lösung. la anderen Fällen, wenn man etwa die bleibenden Formänderungen 
eines riemenartigen Bandes oder dergleichen untersuchen will, spielen die schönen Va- 
riationsprinzipe der »gebundenen« Mechanik die Rolle leer laufender Räder einer Ma- 
schine: sie drehen sich mit, wenn man sie nicht ausschaltet, aber sie fördern das Ziel 
der Untersuchung nicht. Ich will also zusammenfassen: Die Gesamtheit der wirklich 
beobachtbaren Bewegungs- und Kräfte Erscheinungen wird bei weitem nicht durch 
die Mechanik erfaßt, die der Physiker als Einleitungskapitel der theoretischen Phvsik 
zu behandeln pflegt, aber der ursprüngliche, durch Newton, Euler-Lagrange und 
Cauchy geschsliene Rahmen ist ein so weiter und dehnbarer, daß man mit Recht bisher 
annahm, er würde ausreichen, um ein Schema für die Erklärung aller beobachtbarer 
mechanischer Vorgänge abzugeben. — Dieser inhaltliche Unterschied zwischen den 
beiden Richtungen der rationellen Mechanik ist natürlich nicht ganz unbekannt, aber er 
wird nicht immer genügend deutlich hervorgehoben. 

Betrachten wir nun von diesem Standpunkt aus die »Neue Mechanik“ der Relati- 
vitätstheorie, so kann kein Zweifel bestehen, daß sie noch »gebundener« ist, als die bis- 
herige Mechanik der theoretischen Physik. Solange nur die spezielle Relativitätstheorie 
in Betracht kam, ließ sich noch, wie Minkowski gezeigt hat, die »neue« Mechanik ganz 
auf die Form der alten bringen; man mußte nur die Definitionen und Axiome etwas ver- 
allgemeinern. Gewiß hat Minkowski, was ja von seinem Standpunkt aus nahe lag, den 
Hauptvorzug der relativistischen Mechanik darin gefunden, daß ihre Herleitung noch ein- 
heitlicher geschehen kann, indem auch die Kontinuitätsgleichung aus dem verallgemeinerten 
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Energiegesetz folgt; aber es hat, denke ich, keine grundsätzlichen Schwierigkeiten, die 
Minkowskische Mechanik in der Richtung auszubauen, wie ich sie früher als die der 
»freien« Mechanik gekennzeichnet habe. Ganz anders steht es, wenn wir von der allge- 
meinen Relativitätstheorie ausgehen. Diese ist von vornherein auf die Schwerefelder zu- 
geschnitten, und wenn man anfänglich das sog. Aequivalenzprinzip auch beliebigen 
Kräften gegenüber aussprach, so ist es heute doch zumindest sehr zweifelhaft, ob 
diese neue Mechanik dieselbe Allgemeinheit von Kraftgesetzen zuläßt wie die alte. Es 
scheint, daß die Mechanik der Relativitätstheorie viel absoluter oder »absolutistischer« ist 
als die gewöhnliche, in unserer Ausdrucksweise »gebundener«; sie ist weit weniger an- 
passungsfähig, und dies mag in gewissem theoretischen Sinn auch eine Stärke sein. Die 
ganze Frage ist natürlich noch nicht im geringsten untersucht, hat man sich doch kaum 
eingehender damit beschäftigt, welchen Einschränkungen die zulässigen Kraftgesetze 
innerhalb der klassischen Mechanik unterworfen sind. Vielleicht liegt aber hier ein Teil 
der Gründe, die Ernst Mach in seiner hinterlassenen »Op’'ik« zu so entschiedener Ab- 
lehnung der Relativitätstheorie, auch vom Standpunkt der Erfahrung aus, veranlaßt haben. 
— Freilich darf man nie vergessen, daß die Einsteinsche Theorie die Anpassung der 
Mechanik an das älteste und bedeutendste Erscheinungsgebiet, die Bewegung der Himmels- 
körper, erst vollendet hat, und alles, was ich hier gesagt habe, soll durchaus kein Urteil, 
noch weniger eine Aburteilung der Relativitätstheorie sein, sondern nur ihr Verhälinis zu 
der Frage kennzeichnen, mit der ich mich eigentlich beschäftigen will. 


2. Entwicklung des Haupiproblems. Diese Frage, in deren negativer Beant- 
wortung ich das Kritische in dem heutigen Zustande der Mechanik erblicke, lautet, auf 
die kürzeste Form gebracht, so: Können wir noch annehmen, daß alle Bewegungs- und 
Gleichgewichts-Erscheinungen, die wir an sichtbaren Körpern beobachten, sich in dem 
Rahmen des Newtonschen und der daran anknüpfenden Ansätze erklären 
lassen? Mit anderen Worten: Läßt sich jede Bewegung eines beliebig abgegrenzten 
Massenteils in ihrem zeitlichen Ablauf dadurch eindeutig bestimmen, daß man den An- 
fangszustand gibt und irgendwelche Kraft- oder Spannungsgesetze als wirksam ansieht? 
Vor wenigen Jahren noch hätte man kaum gezögert, die Frage mit einem glatten »Ja« 
zu beantworten. Auch heute sind wir nicht so weit, sie entschieden verneinen zu können, 
noch viel weniger können wir in allen Einzelheiten sehen, was zu den alten Begrifis- 
bildungen neu hinzuzutreten hat. Allein ich will hier doch zu zeigen versuchen, daß 
der Tatsachenbestand, den wir heute besitzen, es als in hohem Maße unwahrschein- 
lich erkennen läßt, daß jenes Ziel der klassischen Mechanik je erreicht werden könnte, 
und daß ganz bestimmte andere, übrigens nicht mehr ungewohnte Ueberlegungen 
den starren Kausalaufbau der klassischen Theorie abzulösen oder zu ergänzen be- 
rufen sind. 

Das umiassendste und geläufigste Erscheinungsgebiet, das man mit den Diffieren- 
tialgleichungen der Mechanik bisher nicht in Einklang zu bringen vermocht hat, stellt 
die Bewegung der Flüssigkeiten in zahllosen, der unmittelbaren Beobachtung zu- 
gänglichen Fällen dar. Wenn wir Wasser durch ein zylindrisches Rohr gleichförmig 
fließen lassen, so müssen wir dabei, je nach den Abmessungen, zehn-, hundert- oder 
tausendmal mehr Druck aufwenden, als dem Poiseuilleschen Gesetz entspricht, das eine 
unmittelbare Folgerung der Theorie zäher Flüssigkeiten ist, Man weiß schon seit 
Poncelet und Saint-Venant, daß diese Unstimmigkeit daher rührt, daß die Bewegnng 
des Wassers gar keine gleichförmige ist, sondern sich zahllose kleine, unregelmäßige 
Pulsationen über eine verhältnismäßig ruhige Grundbewegung lagern. Die mechanischen 
Differentialgleichungen können aber ihrem ursprünglichen Sinn nach nur für die wirk- 
lichen Bewegungen aller Einzelteilchen gelten und besagen nichts über die Schein werte 
von Druck und Geschwindigkeit, die durch eine unbeabsichtigte Mittelwertbildung nach 
Ort und Zeit zustande kommen. Vom praktischen Standpunkt aus lag es nahe, zu unter- 
suchen, ob sich nicht unmittelbar Gesetze für die Grundbewegung auffinden lassen. Dies 
hat zuerst Boussinesq unternommen, indem er ein System von Differentialgleichungen 
gab, das sich von dem klassischen für zähe Flüssigkeiten dadurch unterschied, daß an 
Stelle des konstanten Reibungskoeffizienten ein passend veränderlicher »Turbulenz- 
koeffizient« trat. Die Integrale dieser Gleichungen sollten Druck und Geschwindigkeit 
der Grundbewegung darstellen, doch sind sie, der mathematischen Schwierigkeiten wegen, 
kaum auch nur in einem entscheidenden Fall aufgefunden worden. Eine weit einfachere 
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der »Neuen Mechanik« zu reden, die durch jene Theorie bedingt sei. Und wenn ich 
heute einen Vortrag über die gegenwärtige Krise der Mechanik angekündigt habe, bin 
ich vielleicht auch dem Mißverständnis ausgesetzt, als wollte ich von der Relativitäts- 
Mechanik sprechen. Dem ist aber nicht so. Von dem Standpunkt, den ich hier zur 
Geltung bringen möchte und der den unmittelbaren Zusammenhang rein mecha- 
nischer Beobachtungen mit bestimmten grundsätzlichen Fragen betrifit, von 
diesem Standpunkt aus erscheint die Mechanik der Relativitätstheorie durchaus nicht als 
revolutionär; viel eher möchte ich sie als eine »überklassische Mechanik bezeichnen, 
denn als eine fortschrittliche Entwicklung der alten Mechanik. Wie das gemeint ist, soll 
gleich etwas ausführlicher erläutert werden, da dies auch die passendste Ueberleitung 
zum eigentlichen Gegenstand meines Vortrages bildet. 

Ueberlegen wir uns einmal, welchen Eigenschaften die klassische Mechanik ihre 
außerordentlich starke Stellung innerhalb der Gesamtheit der physikalischen Wissen- 
schaften verdankt, so müssen wir eıkennen, daß die ursprünglichen Ansätze sich nach 
zwei entgegengesetzten Richtungen entwickelt haben und daß demnach auch zwei ganz 
verschiedene Seiten an ihnen gewertet werden. Der Physiker hat eine Mechanik aus- 
gebildet, wie sie allenthalben als erstes Kapitel in jedem Lehrgang der theoretischen 
Physik auftritt, und die ich für den Augenblick etwa als die »gebundene« Mechanik be- 
zeichnen möchte. Sie erblickt das Entscheidende und Wertvolle in den Aufstellungen 
von Newton, Euler-Lagrange und Cauchy darin, daß durch sie zum erstenmal die 
Zusammenfassung eines großen Erscheinungsgebietes in eine enge Gruppe 
von Differentialgleichungen oder noch besser die Unterordnung unter ein einziges Va- 
riationsprinzip geleistet wird, ein Vorgang, der dann zum Muster für die Ausbildung der 
übrigen Teile der theoretischen Physik geführt hat. Aber jene alten Aufstellungen be- 
sitzen noch einen ganz andersartigen Vorteil und man wird den Verhältnissen durchaus 
nicht gerecht, wenn man meint, daß nur ein methodischer Unterschied bestünde 
zwischen der eben gekennzeichneten »gebundenen« Mechanik und der andern, die ich 
jetzt die »freie« nennen will. Für sie ist der hauptsächlichste Wert der klassischen An- 
sä'ze darin gelegen, daß sie einen sehr lockeren, losen Rahmen bilden, bei dessen 
Ausfüllung noch sehr viel Freiheit bleibt: Man kann für das, was Newton die vis impressa, 
die eingeprägte Kraft, nennt, für das, was in der Euler-Lagrangeschen Mechanik die 
Konstitution des mechanischen Systems ausmacht, endlich für die von Cauchy einge- 
führte Spannungsdyade in weitestem Umfang willkürliche Funktionen einführen, um 
sich der großen Mannigfaltigkeit der natürlichen Erscheinungen anzupassen, und vermag 
damit inhaltlich weit über die »gebundene« Mechanik hinauszugreifen. Um nur ein 
konkretes Beispiel zu nennen: Wenn man in einem System starrer Körper die gewöhn- 
liche Berührungsreibung mit den in der technischen Mechanik üblichen Ansätzen als 
wirksam ansieht, so bleibt man noch im Rahmen der Newtonschen Mechanik, aber 
weder die sog. Bewegungsgleichungen zweiter Art, noch das Hamiltonsche Prinzip 
liefern eine Lösung. la anderen Fällen, wenn man etwa die bleibenden Formänderungen 
eines riemenartigen Bandes oder dergleichen untersuchen will, spielen die schönen Va- 
riationsprinzipe der »gebundenen« Mechanik die Rolle leer laufender Räder einer Ma- 
schine: sie drehen sich mit, wenn man sie nicht ausschaltet, aber sie fördern das Ziel 
der Untersuchung nicht. Ich will also zusammenfassen: Die (Gesamtheit der wirklich 
beobachtbaren Bewegungs- und Kräfte Erscheinungen wird bei weitem nicht durch 
die Mechanik erfaßt, die der Physiker als Einleitungskapitel der theoretischen Physik 
zu behandeln pflegt, aber der ursprüngliche, durch Newton, Euler-Lagrange und 
Cauchy geschaliene Rahmen ist ein so weiter und dehnbarer, daß man mit Recht bisher 
annahm, er würde ausreichen, um ein Schema für die Erklärung aller beobachtbarer 
mechanischer Vorgänge abzugeben. — Dieser inhaltliche Unterschied zwischen den 
beiden Richtungen der rationellen Mechanik ist patürlich nicht ganz unbekannt, aber er 
wird nicht immer genügend deutlich hervorgehoben. 


Betrachten wir nun von diesem Standpunkt aus die »Neue Mechanik: der Relati- 
vitätstheorie, so kann kein Zweifel bestehen, daß sie noch »gebundener« ist, als die bis- 
herige Mechanik der theoretischen Physik. Solange nur die spezielle Relativitätstheorie 
in Betracht kam, ließ sich noch, wie Minkowski gezeigt hat, die »neue« Mechanik ganz 
auf die Form der alten bringen; man mußte nur die Definitionen und Axiome etwas ver- 
allgemeinern. Gewiß hat Minkowski, was ja von seinem Standpunkt aus nahe lag, den 
Hauptvorzug der relativistischen Mechanik darin gefunden, daß ihre Herleitung noch ein- 
heitlicher geschehen kann, indem auch die Kontinuitätsgleichung aus dem verallgemeinerten 
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Energiegesetz folgt; aber es hat, denke ich, keine grundsätzlichen Schwierigkeiten, die 
Minkowskische Mechanik in der Richtung auszubauen, wie ich sie früher als die der 
»freien« Mechanik gekennzeichnet habe. Ganz anders steht es, wenn wir von der allge- 
meinen Relativitätstheorie ausgehen. Diese ist von vornherein auf die Schwerefelder zu- 
geschnitten, und wenn man anfänglich das sog. Aequivaienzprinzip auch beliebigen 
Kräften gegenüber aussprach, so ist es heute doch zumindest sehr zweifelhaft, ob 
diese neue Mechanik dieselbe Allgemeinheit von Kraftgesetzen zuläßt wie die alte. Es 
scheint, daß die Mechanik der Relativitätstheorie viel absoluter oder »absolutistischer« ist 
als die gewöhnliche, in unserer Ausdrucksweise »gebundener«; sie ist weit weniger an- 
passungsfähig, und dies mag in gewissem theoretischen Sinn auch eine Stärke sein. Die 
ganze Frage ist natürlich noch nicht im geringsten untersucht, hat man sich doch kaum 
eingehender damit beschäftigt, welchen Einschränkurgen die zulässigen Kraftgesetze 
innerhalb der klassischen Mechanik unterworfen sind. Vielleicht liegt aber bier ein Teil 
der Gründe, die Ernst Mach in seiner hinterlassenen »Op'ik« zu so entschiedener Ab- 
lehnung der Relativitätstheorie, auch vom Standpunkt der Erfahrung aus, veranlaßt haben. 
— Freilich darf man nie vergessen, daß die Einsteinsche Theorie die Anpassung der 
Mechanik an das älteste und bedeutendste Erscheinungsgebiet, die Bewegung der Himmels- 
körper, erst vollendet hat, und alles, was ich hier gesagt habe, soll durchaus kein Urteil, 
noch weniger eine Aburteilung der Relativitätstheorie sein, sondern nur ihr Verhälinis zu 
der Frage kennzeichnen, mit der ich mich eigentlich beschäftigen will. 


2. Entwicklung des Hauptproblems. Diese Frage, in deren negativer Beant- 
wortung ich das Kritische in dem heutigen Zustande der Mechanik erblicke, lautet, auf 
die kürzeste Form gebracht, so: Können wir noch annehmen, daß alle Bewegungs- und 
Gleichgewichts-Erscheinungen, die wir an sichtbaren Körpern beobachten, sich in dem 
Rahmen des Newtonschen und der daran anknüpfenden Ansätze erklären 
lassen? Mit anderen Worten: Läßt sich iede Bewegung eines beliebig abgegrenzten 
Massenteils in ihrem zeitlichen Ablauf dadurch eindeutig bestimmen, daß man den An- 
fangszustand gibt und irgendwelche Kraft- oder Spannungsgesetze als wirksam ansiebt’? 
Vor wenigen Jahren noch hätte man kaum gezögert, die Frage mit einem glatten »Ja« 
zu beantworten. Auch heute sind wir nicht so weit, sie entschieden verneinen zu können, 
noch viel weniger können wir in allen Einzelheiten sehen, was zu den alten Begrifis- 
bildungen neu hinzuzutreten hat. Allein ich will hier doch zu zeigen versuchen, daß 
der Tatsachenbestand, den wir heute besitzen, es als in hohem Maße unwahrschein- 
lich erkennen läßt, daß jenes Ziel der klassischen Mechanik je erreicht werden könnte, 
und daß ganz bestimmte andere, übrigens nicht mehr ungewohnte Ueberlegungen 
den starren Kausalaufbau der klassischen Theorie abzulösen oder zu ergänzen be- 
rufen sind. 


Das umiassendste und geläufigste Erscheinungsgebiet, das man mit den Differen- 
tialgleichungen der Mechanik bisher nicht in Einklang zu bringen vermocht hat, stellt 
die Bewegung der Flüssigkeiten in zahllosen, der unmittelbaren Beobachtung zu- 
gänglichen Fällen dar. Wenn wir Wasser durch ein zylindrisches Rohr gleichlörmig 
fließen lassen, so müssen wir dabei, je nach den Abmessungen, zehn-, hundert- oder 
tausendmal mehr Druck aufwenden, als dem Poiseuilleschen Gesetz entspricht, das eine 
unmittelbare Folgerung der Theorie zäher Flüssigkeiten ist. Man weiß schon seit 
Poncelet und Saint-Venant, daß diese Unstimmigkeit daher rührt, daß die Bewegnng 
des Wassers gar keine gleichförmige ist, sondern sich zahllose kleine, unregelmäßige 
Pulsationen über eine verhältnismäßig ruhige Grundbewegung lagern. Die mechanischen 
Difterentialgleichungen können aber ihrem ursprünglichen Sinn nach nur für die wirk- 
lichen Bewegungen aller Einzelteilchen gelten und besagen nichts über die Scheinwerte 
von Druck und Geschwindigkeit, die durch eine unbeabsichtigte Mittelwertbildung nach 
Ort und Zeit zustande kommen. Vom praktischen Standpunkt aus lag es nahe, zu unter- 
suchen, ob sich nicht unmittelbar Gesetze für die Grundbewegung auffinden lassen. Dies 
hat zuerst Boussinesq unternommen, indem er ein System von Differentialgleichungen 
gab, das sich von dem klassischen für zähe Flüssigkeiten dadurch unterschied, daß an 
Stelle des konstanten Reibungskoeffizienten ein passend veränderlicher »Turbulenz- 
koeffizient« trat. Die Integrale dieser Gleichungen sollten Druck und Geschwindigkeit 
der Grundbewegung darstellen, doch sind sie, der mathematischen Schwierigkeiten wegen, 
kaum auch nur in einem entscheidenden Fall aufgefunden worden. Eine weit einfachere 
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Theorie habe ich im Jahre 1908 entwickelt!) und glaube, daß sie durch alle bisherigen 
Erfahrungen nur bestätigt worden ist. Ihr Grundgedanke ist der: Die Geschwindigkeits- 
Verteilung der Grundbewegung eines turbulenten Zustandes genügt dem Differential- 
gleichungssystem, das man aus dem Eulerschen Ansatz für ideale Flüssigkeiten erhält, 
wenn man daraus den Druck eliminiert (und das man das Helmholtzsche nennen kann, 
da es inhaltlich mit den Helmholtzschen Wirbelsätzen übereinstimmt). Daß dieses 
Gleichungssystem nicht eindeutig ist und daß für die Druckverteilung noch weitere An- 
nahmen erforderlich sind, gibt nur die willkommene Gelegenheit zur Anpassung der 
Theorie an die Beobachtungen. Ich möchte von neueren Ergebnissen besonders die mit 
der Beobachtung so gut übereinstimmende Lehre vom Tragflächenauftrieb und die von 
der Wirbelbildung hinter einem in eine Strömung eingetauchten Körper als Bestätigungen 
meiner Auffassung in Anspruch nehmen. 

Aber wie dem auch sei, ob die Boussinesgsche Theorie oder meine — eine 
dritte ist bisher nicht bekannt geworden — die Erscheinungen besser wiedergibt, mit der 
eigentlichen Mechanik im klassischen Sinne hat das nichts zu tan. Denn diese erhebt 
den Anspruch, gerade die vielfältig verwirrte Bewegung der Einzelteilchen erklären, 
also vor allem in ihrem zeitlichen Ablauf darstellen zu können; der Verlauf der verhält- 
nismäßig ruhigen Grundbewegung müßte sich daneben von selbst, jedenfalls ohne weitere 
Annahmen, wie sie die vorgenannten Theorien brauchen, ergeben. Es ist bekannt, in 
welcher Weise sich hier, da man ja in erster Linie stationäre oder quasi stationäre Zu- 
stände untersuchen will, das ursprüngliche Anfangswertproblem der Integration in ein 
Randwertproblem verwandelt, dessen mathematische Behandlüng äußerst schwierig ist, 
dessen E:ıledigung noch in weiter Ferre zu liegen scheint ... Zwei Zugänge hat man 
zunächst zu bahnen versucht. Lord Kelvin, dann Lord Ravleigh und zuletzt Som- 
merfeld haben die Methode der kleinen Schwingungen herangezogen, das Ergebnis war, 
wie man weiß, ein negatives. Und Prandtl meinte, wenigstens in dem Randgebiet der 
turbulenten Bewegung in der Nähe der begrenzenden festen Körper, der sog. »Grenz- 
schicht«, in der die Geschwindigkeit der Grundbewegung fast unvermittelt auf null her- 
abfällt, die Verhältnisse mit den klassischen Differentialgleichungen der zähen Flüssigkeit 
beherrschen zu können; aber auch hier zeigte sich, daß man «juantitative Uebereinstim- 
mung nicht erhält, ohne zu Annahmen zu greifen, wie sie das Wesen der beiden ange- 
führten, phänomenologischen Theorien ausmachen. Es steht heute so, und die noch nicht 
abgeschlossenen Arbeiten Oseens dü:ften daran kaum etwas ändern: die kleinen, mit 
freiem Auge beobachtbaren, außerordentlich wechselvollen, unregelmäßig schwankenden, 
fast zitternden Bewegungen der Einzelteilchen einer im ganzen ruhig strömenden Flüssig- 
keit entziehen sich der Verfolgung und Darstellung im Sinne der klassischen 
Mechanik. Sie weisen gebieterisch hin auf eine ganz andere, in den letzten Jahrzehnten 
auf vielen Gebieten der Physik immer mehr zur Geltung kommende Betrachtungsweise: 
auf die sog. physikalische oder, wie wir hier sagen wollen, die mechanische Statistik. 

Ich muß, ehe ich zu einer genaueren Umgrenzung dieses Begriffes komme, kurz 
einen Punkt berühren, der mich selbst lange Zeit gehindert hat, die allgemeine Bedeu- 
tung der hier vorliegenden Verhältnisse zu erkennen. Es sieht so aus, als würde es sich 
bei der eben beschriebenen Erscheinung der Turbulenz um einen ganz vereinzelt da- 
stehenden Fall innerhalb oder im Gegensatz zu der ganzen iibrigen Mechanik handeln. 
Man denkt unwillkürlich an die vortreffliche Uebereinstimmung der Elastizitätstheorie 
mit dem wirklichen Verhalten der meisten festen Körper. Und gewiß sind an den Lei- 
stungen dieser Theorie die Forderungen erwachsen, die man an die Lehre von den 
Flüssigkeiten stellt, ohne sie dort befriedigt zu finden. Aber, wenn man näher zusieht, 
erkennt man, daß die Dinge hier gar nicht so sehr anders liegen. Denn die wirklichen 
Körper verhalten sich doch nur in gewissen Grenzen elastisch, bis zu bestimmten, ihnen 
eigentümlichen Höchstspannupgen —- darin liegt eine, wenn auch unvollkommene Ana- 
logie zu jener vielgesuchten, noch wenig aufgeklärten kritischen Grenze, bei der die 
laminare Fıiüssigkeitsbewegung in die turbulente umschlägi. Das wesentliche aber scheint 
mir dies zu sein: Ist die sog. Elastizitätsgrenze beim festen Körper überschritten, tritt 
der sog. Fließzustand ein, den wir mit einem von Saint-Venant begründeten Glei- 
chungsansatz noch einigermaßen zu beherrschen glauben, da zeigt sich doch dem Beob- 


!) Vergl. meinen Vortrag auf der Naturforscherversammlung in Köln 1908, Jahresber. d. deutsch. 
Mathem. Ver. 17, 1918, S. 319-325, sowie Zeitschr. f. (. zes. Turbinenwesen 1909; ferner Elemente 
der techn. Hydromechanik, I, Leipzig 1914, S. 29—33 
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achter, daß innerbalb der zahllosen, endlich ausgedehnten und unter dem Mikroskop 
deutlich erkennbaren Kristallen oder Kristalliten des Körpers Lagen- und Richtungs- 
änderungen vor sich gehen, die nicht anders als statistisch zu erfassen sind. Die 
Saint-Venantsche Plastizitätstheorie spielt also hier eigentlich nur die Rolle der beiden 
früher genannten phänomenologischen Theorien für die Grundbewegung einer turbulenten 
Strömung. Und diese Kristallite sind nicht etwa hypothetische Atome oder Moleküle oder 
gar nur die Bausteine von solchen, wie die moderne Physik sie gerne und erfolgreich 
handhabt, sondern durchaus sichtbare Körper mit durchwegs endlichen, bestimmbaren 
Massen. Kein Mensch denkt daran, daß sich die Bewegungen dieser Krıstalle beim 
| Fließen des festen Körpers eindeutig nach den Gesetzen der Mechanik, etwa aus Rand- 
bedingungen und Aniangszustand bestimmen lassen. Und was ist es schließlich anderes 
mit der vieldurchforschten, seit bald hundert Jahren bekannten Brownschen Bewegung? 
Wir haben uns längst damit abgefunden, bei dieser offenkundig mechanischen Erschei- 
nung die Forderung des eindeutig kausal bestimmten Geschehens fallen zu lassen und 
uns mit einer Theorie zufriedengegeben, bei der die Gesetze der klassischen Mechanik 
zwar nicht völlig ausgeschaltet, aber doch zu einer sehr bescheidenen Rolle von be- 
| schränkter Tragweite verurteilt erscheinen. In der Tat steht es also so, daß nicht mehr 
die Frage, ob iiberhaupt statistische Betrachtungsweisen zur Erklärung grobsinnlich wahr- 
! rehmbarer Bewegungen heranzuziehen seien, erörtert werden muß, sondern das weit 
f schwierigere Problem eröffnet sich. Wo ist die Grenze zwischen den Geltungsbereichen 
der beiden Anschauungsweisen und in welchem Verhältnis stehen die Voraussetzungen 
und die Ableitungen der mechanischen Statistik zu den Grundlagen, Sätzen und Ergeb- 
niesen der Newton-Euler-Lagrange-Cauchvschen Mechanik? 


3. Die mechanische Statistik. Es ist außerordentlich schwierig, über diesen 
Punkt etwas Hinreichendes und zugleich Verständliches zu sagen. Denn leider ist die 
Entwicklung der Wahrscheinlichkeitstheorie in den letzten Jahrzehnten sehr vernach- 
lässigt oder zumindest auf höchst abwegige Bahnen gelenkt worden. Man ist, teilweise 
unter dem Einflusse Poincar@s, der in seinem schönen Buche, dem berühmten »cours 
de probabilit@« eine Fülle hübscher Aufgaben in geistreicher Weise behandelte, allmäh- 
lich dahin gelangt, die Wahrscheinlichkeitsrechnung beinahe in das Gebiet der »Mathe- 
matischen Unterhaltungen und Spiele« zu verweisen, und hat ganz das Gefühl dafür ver- 
loren, daß es sich hier um eine ernsthafte naturwissenschaftliche Theorie für eine be- 
stimmte Klasse beobachtbarer Erscheinungen handelt. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung 
ist ein Teil der theoretischen Physik, ebenso wie die klassische Mechanik oder 
die Optik, sie ist eine völlig in sich geschlossene Theorie gewisser Phänomene, der sog. 
Massenerscheinungen, gleichgültig ob diese nun mechanischer, elektrischer oder anderer 
Natur sind; sie arbeitet, genau wie jede andere physikalische Theorie mit bestimmten 
Voraussetzungen, die sich in klar formulierbare, die Grundbegriffe definierende Axiome 
zusammenfassen lassen, und leitet aus diesen deduktiv ihre Schlüsse ab. Zwei entschei- 
dende Grundtatsachen muß ich hier hervorheben: Erstens, die Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung vermag ihre Resultate immer nur aus gegebenen Wahrscheinlichkeiten zu 
errechnen, so wie etwa die Mechanik nur aus gegebenen Anfangsgeschwindıgkeiten die 
späteren Geschwindigkeiten eines Körpers bestimmt; diese Ausgangswerte der Rechnung 
erscheinen in der Regel, aber nicht ımmer, in der Form von Aunahmen über sog. 
»gleichmögliche Fälle«. Zweitens, die Wahrscheinlichkeitstheorie kann aus den Daten, 
die ihr in einem konkreten Falle geboten werden, niemals etwas anderes als Wahr- 
scheinlichkeiten ableiten, also Grenzwerte von relativen Häufigkeiten innerhalb un- 
begrenzt gedachter Folgen von Vorgängen oder Erscheinungen; insbesondere führt sie 
niemals zu einer bestimmten Aussage über den zeitlichen Ablauf eines Einzelvorgan ges 
und kann so niemals in unmittelbare Konkurrenz treten mit einem Ergebnis der Me- 
chanik oder der übrigen deterministischen Physik. Ihre Rechtfertigung erhält die Wahr 
; scheinlichkeitsrechnung durch die Uebereinstimmung ihrer Folgerungen mit der Erfah- 
| rung, eine Uebereinstimmung, die in allen bisher durchgeführten Fällen mindestens so 
gut ist wie die irgend einer sonstigen physikalischen Theorie. 


Es fragt sich nun, in welcher Weise diese Grundsätze einer rationellen statisti’ 
schen Theorie auf mechanische Vorgänge anzuwenden sind. Ich will dabei ausdrücklich 
betonen, daß ich nicht an hypothetische Molekiile, Elektronen, «@ Teilchen od. dgl. denke, 
| sondern nur Bewegungs- und Gleichgewichts-Erscheinungen an sinnlich wahrnehmbaren 
F Massen im Auge habe. Wir können ıns die Verhältnisse an einem bekannten Beispie! 
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aus der Mechanik der starren Körper veranschaulichen. Das sog. Galtonsche Brett 
besteht aus einem durch Nägel gebildeten, regelmäßigen Gitter, in dem Kugeln, oder 
besser kreisrunde Sche'bcehen, deren Größe gerade dem Nägelabstand entspricht, herab- 
fall-n. Läßt man alle Scheibehen aus einer Zelle der obersten Reihe aus fallen, so 
kommen sie bekanntlich in der letzten Reihe in einer Verteilung an, die mehr oder we- 
niger genau dem Gaußschen Fehlergesetz entspricht. Dieses Ergebnis läßt sich aus den 
Sätzen der klassischen Mechanik in keiner Weise folgern, ja es fehlt uns jede Vorstellung 
davon, wie eine solche Ableitung aussehen könnte. Man kann vom Standpunkt der Me- 
chanik nur zweie:l-i versuchen. Entweder man idealisiert die Aufgabe so weit, daß man 
alle Ahs'ände als völlige exakt, alle Scheiben als ideal kreisförmig ansieht u. s. f, dann 
erhält man überhaupt gar keine Auskunft darüber, wie ein solcher Körper sich bewegt, 
ji»der der geometrisch möglichen Wege liefert auch eine Lösung der Difierentialglei- 
chungen. Oder man sucht seinen Trost darin, daß beim Einschlagen der Nägel, beı 
Herstellung der einzelnen Scheibchen usw. Unregelmäßigkeiten vorkommen und daß diese, 
zusammen mit äußeren Störungen, wie Luftbewegungen od. dgl. die Bahnen eindeutig 
bes immen. Der Trost ist ein nur schwacher, denn praktisch bleiben die Bahnen nach 
wie vor unbestimmt, da es kein Mittel gibt, die einflußnehmenden Elemente zu bestimmen. 
Fs ist ganz gleichgültig, ob wir an der Annahme festhalten, die Bahnen wären be- 
siinmt, wenn wir die genauen Anfangsbedingunrgen und alle Einflüsse kennten; denn da 
wir keine Aussicht haben, die Kenntnis je zu erlangen, so ist es eine Annahme, von der 
sich nie entscheiden läßt, ob sie richtige ist oder nicht, also eine nicht wissenschaft- 
liche. Das allein wesentliche ist: Die Methoden der klassischen Mechanik versagen 
dem Problem gegenüber vollständig, die der Wahrscheinlichkeitsrechnung liefern hin- 
gegen ein ganz klares, mit der Erfahrung übereinstimmendes Resultat. Dieses hat nicht 
etwa die Form einer Aussage der Mechanik oder überhaupt der deterministischen Physik, 
d. h. es legt nicht den Ablauf der Erscheinung eindeutig fest, sondern lautet nur: Ist 
die Zahl der Einzelkörper und die Zahl der Nägelreihen hinreichend groß, so ist in der 
übergroßen Mehrheit der Fälle eine Verteilung nach dem Gaußschen Gesetz zu er- 
warten. Dies Resultat gewinnt man natürlich nur auf Grund bestimmter Annahmen über 
die Ausgangs-Wahrscheinlichkeiten, Annahmen, die in der statistischen Theorie dieselbe 
Rolle spielen wie die »willkürlichen« Kraftgesetze oder die Anfangsbedingungen der 
Newtonschen Mechanik. Es sei nur nebenbei bemerkt, daß man im Falle des Galton- 
schen Brettes keineswegs einer so engen Voraussetzung bedarf, wie der in elementaren 
Ableitungen zugrunde gelegten, es bestände jedesmal die Wahrscheinlichkeit '/, für das 
Ausweichen nach der einen oder andern Seite — diese Voraussetzung ist in der Regel 
gar nicht erfüllt. 

Nach diesem Schema des Galtonschen Brettes habe ich zunächst eine vollständige 
Theorie der Brownschen Bewegung durchgeführt!). Sie gelangt zu Ergebnissen, die 
allerdings nieht identisch sind, aber leicht in Einklang gebracht werden können mit den 
Ergebnissen der älteren Theorien von v. Smoluchowski und Einstein. Der Unter- 
schied besteht hauptsächlich darin, daß bei mir ausdrücklich ganz bestimmte, explicite 
ausgesprochene Annahmen über Ausgangs-Wahrscheinlichkeiten an die Spitze gestellt 
werden — Annahmen, die, wie gesagt, die Rolle der Kraftgesetze in den Problemen der 
erwöhnlichen Mechanik spielen —, daß ferner in keiner Weise, auch nicht versteckt, von 
der berüchtigten Ergodenhypothese Gebrauch gemacht wird, und daß endlich die Schluß- 
sätze eine Form annebmer: in der sie nicht als deterministische Aussagen in der Art der 
klassischen Physik erscheinen. Darin lag ja, wie Einstein selbst hervorgehoben hat, 
ein unerträglicher Widerspruch der früheren Theorie, daß man den Ablauf der Erschei- 
nungen einmal durch physikalische oder mechanische Gesetze als eindeutig bestimmt an- 
sah, dann aber von ganz anderer Seite her zu Aussagen iiber diesen Ablauf gelangen zu 
können meinte. Besonders offen tritt dieser Widerspruch in der Boltzmannschen 
Fassung der Gastheorie zutage (die allerdings mit den hypothetischen Molekülen und 
nicht mit beobachtbaren Massen zu tun hat, hier also nur als Analogie herangezogen 
werden kann), wo man zuerst die Geschwindigkeits-Aenderungen nach den Gesetzen des 
elastischen Stoßes berechnet und dann durch Ueberlegungen rein statistischer Art diese Rech- 
nungen durchkreuzt 
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Ich will nun auf Einzelheiten nicht weiter eingehen und auch nicht auf die Frage 
zurückkommen, in welcher Weise in den früher erwähnten Problemen der Tarbulenz und 
des Fließens fester Stoffe die statistische Theorie aufzubauen wäre. Was ich mit meinen 
bisherigen Veröffentlichungen ') angestrebt habe, war nur, die begrifilichen Schwierig- 
keiten aus dem Wege zu räumen und ein logisch mögliches Schema mechanischer Sıa- 
tistik anzugeben. Gewiß erheben sich noch große und mannigfaltige Schwierigkeiten an- 
derer Art und vor allem werden uns, davon bin ich überzeugt, gewisse Enttäuschungen 
nicht erspart bleiben: Viele Fragen, die uns heute ganz natürlich und selbstvers'ändlich 
zu sein scheinen, werden sich als endgültig unbeantwortbar herausstellen, so etwa wie 
seinerzeit die Newtonsche Himmelsmechanik die Frage Keplers nach der Größe der 
Radien der Planetenbahnen nicht beantwortet, sondern ausgeschaltet hat. Aber wie dem 
auch sei, mag der Verzicht groß oder klein sein, uns schwer oder leicht fallen, es schien 
mir unausweichlich, einmal offen und klar auszusprechen, daß es innerhalb der rein em- 
pirischen Mechanik Bewegungs- und Gleichgewichtsvorgänge gibt, die sich einer Erklä- 
rung auf Grund der mechanischen Differentialgleichungen anf die Dauer ent- 
ziehen und den Aufbau einer geschlossenen Theorie der mechanischen Statistik ver- 
langen. 108 


Bemerkungen über die Entstehung der Turbulenz. 
Von L. PRANDTL in Göttingen’). 


ie bisherigen mathematischen Untersuchungen über die Entstehung der Turbnlenz 

haben zu der Ansicht geführt, daß die kleinen Schwingungen einer durch Zähig- 

keitswirkungen zwischen zwei Wänden entstandenen Lamira'strömung immer ge- 
dämpft verlaufen ?). Die beobachtete Turbulenz sollte deshalb das Ergebnis von Störungen 
mit endlicher Amplitude sein. Die bei den Versuchen gefndene Abhängigkeit des 
kritischen Zustandes von der Größe der Eintrittsstörung (vergl. den nachfolgenden Auf- 
satz von L. Schiller) schi@nen für diese Ansicht zu sprechen. 

Um zu erfahren, wie denn die Turbulenz in Wirklichkeit entsteht, ließ ich in 
Göttingen einen 6,5 m langen offenen Kanal von rechteckigem Querschnitt (15 cm weit, 
25 cm tief) herstellen und beobachtete die Strömung darin nach der Ahlbornschen 
Methode (aufgestreutes Lykopodium). Die Erwartung, daß es nunmehr sofort offenbar 
werden würde, wie die Turbulenz entsteht, wurde aber fürs erste enttäuscht. Es war 
zunächst nur iestzustellen, daß sie entsteht. Plötzlich, ohne erkennbare Vorbereitung, 
tauchten in der Nähe einer Wand kleine Wirbelehen auf, die sich nun schnell vermehrten, 
Außerdem sah man manchmal wellige Formen mit langsam zunehmender Amplitude, die 
aber nicht immer zu einer eigentlichen Turbulenzerscheinung führten. Diese Wellen mit 
zunehmender Amplitude widersprachen aber ganz dem Dogma von der Stabilität der 
Laminarbewegung gegenüber kleinen Schwingungen, so daß ich zuerst dazu neigte, zu 
glauben, daß ich diese nicht sehr häufige Er- 
scheinung nicht ganz richtig gesehen hätte. | 

Wir warfen uns nun auf die theoretische = SE= 
Behandlung, und um es gleich vorweg zu neh- = ——— 
men, wir fanden entgegen dem Dogma eine La- = m 
bilität der kleinen Schwingungen. == 

Der Plan der Rechnung war zunächst ein = Ä 
anderer gewesen. Wir, d. h. wesentlich Herr = 4 d 
OÖ. Tietjens, der unter meiner Leitung die 
Rechnungen machte, untersuchten die Stabilität Abb. 1 


, Vgl. insbesondere die oben angeführte Arbeit in der Phy:ik. Zeitschr ; ferner: Grendlagen 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Math. Zeits’hr 5. 1919, S. 52 bis 29 und eine leleht v-r-tändlıche 
Darstellung in: Die Naturwissensch»ften, 7, 1919, S. 168 bis 175, 186 bis 192 und 205 bis 209 

?, Vorgetragen auf der Jahresversammlung der Deutschen Mathematikervereinigung in Jena am 
20. September 1921, 

8) Der von Herrn F. Noether in den Göttinzer Nachrichten 1917, math.-phvs. Kl., S. 199. 
untersuchte Fall, der bei Reibungslosigkeit wie bei kleiner Reibung Instabilität ergibt, scheidet hier 
aus, weıl die dortige Geschwindigkeitsverteilung in den hier ın Betracht zu ziehenden källen niemals 
entstehen kann. 
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und Labilität von Laminarströmungen, wie sie längs einer Wand durch länger dauernde 
Finwirkung einer geringen Zähigkeit entstehen!) und zwar nach der von Lord 
Ravleigh angegebenen Methode unter Vernachlässigung der Reibung‘). Rayleigh 
ersetzt das Geschwindigkeitsprofil durch einen geknickten Linienzug, was darauf hinaus 
kommt, daß Differenzengleichungen an Stelle der Differentialgleichungen treten‘). Die 
von uns untersuchten Geschwindigkeitsprofile entsprachen der vorstehenden Figur. 

Es zeigte sich nun, daß jede noch so kleine Einbuchtung von der Art des Profils 
e Labilität ergibt. Solche Einbuchtungen kommen vor allem bei der Umströmung von 
gerundeten Körpern zwischen dem Geschwindigkeitsmaximum und der Ablösungsstelle 
vor, vergl etwa die K. Pohlhausensche Abb. ı 5. 255 dieser Zeitschrift. Durch die 
erwähnte Rechnung ist also der Grund für die Labilität der Grenzschicht, die bei der 
Strömung um Kugeln und andere gerundete Körper zur Turbulenz und zu dem be- 
kannten Sprung in der Widerstandszahl führt, aufgedeckt. Bei einer Strömung im Rohr 
oder an einer ebenen Wand können solche Einbuchtungen des Geschwindigkeitsprofils 
durch hinreichend starke in der Sırömung vorhandene Wirbel — aber auch durch mangel- 
hafte Ebenheit der Wand — erzeugt werden, und so die Bedingungen für das Entstehen 
einer Anzahl kleinerer Wirbel sein. 

Wenn, wie anzunehmen war, die Zähigkeit eine Dämpfung, also eine Verringerung 
der Labilität brachte, so mußte sich für jede Größe der Anfangsstörung eine Reynolds- 
sche Zahl ergeben, unterhalb der die Labilität verschwand; die stärkeren Störungen 
brachten stärkere Einbuchtung des Geschwindigkeitsprofils und damit stärkere Labilität: 
dieser entsprach eine niedrigere kritische Zahl in schönster Uebereinstimmung mit dem 
Versuch. 

Wir gingen also daran, unsere Rechnung durch Berücksichtigung der niedrigsten 
Ordnung der Zähigkeit zu verbessern Bei der Untersuchung der verschiedenen Reibungs- 
einflüsse zeigte sich, daß bei kleiner Zähigkeit ein Einfluß von der Größenordnung Y v 
vorherrscht, der von Vorgängen in der unınittelbaren Wandnähe herstammt (r = kine- 


. u . . . . . 
matische Zähigkeit = e). Da die reibungslose Ravleigeh-Schwingung ein Gleiten an 


der Wand ergibt, entsteht nämlich hier bei Berücksichtigung der Reibung eine dünne 


I) Setzt man z.B. zur Zeit für v>0 U=ÜD,=konst und fordert U=0 

t> 0 entsprechend dem Haften an der Wand, so ergibt eine bekannte Rechnung 

f 

= E d 
wobei n = — ist. Für Zeiten von der Größenordnung Er. erlangt die Uebergangsschicht eine 
2 


Dicke von der Größenordnung 1. 


2) Lord Rayleigh, On the stability or instability of eertain fluid motions II. Proe. Lond. 


math. Soc, XIX. S 67, 1887 = Papers III, S. 17. 
d3) Die Rayleighsche Untersuchung nimmt eine schwache wellenförmige Störung w.v an. die 
sich der Hanuptströmung (4) überlagert. und mözen den Faktor haben Ihre Ab- 
hängigkeit von » ist noch unbekannt. Die Kontinuität liefert in komplexer Schreibweise u = — 
kouy 
die Helmholtzsche Wirbelgleichung liefert sodann, wenn die zweite Ordnung in u, v vernachlässigt 
k } 
Setzt man mit Ravleigh streifenweise —= konst.. so wird im Innern der Streifen, da im 
allgemeinen ist, k’v, also = ky+ Für die Grenze zwischen zwei 


Streifen wird durch Integration und Grenzübergang auf Breite Null der Uebergangszone 
1 
Zusammen mit den Grenzhbedinzurzen an den Wänden (oder bei uns an der Wand und 


im Umnendlichen) ereibt sich eine Determinante, aus der » bestimmt wird, Die Gleichung für » ist von 
abeneo hohem Grade, als das Geschwindigkeitsprofil Knicke hat, 
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Grenzschicht, in der sich der Uebergang von der Geschwindigkeit Null an der Wand 
auf die Geschwindigkeiten vollzieht, die die Rayleighsche Rechnung liefert. Daß die 
in der Ravleighschen Rechnung zur Vereinfachung der mathematischen Aufgabe ein- 
geführten Knicke sich durch die Wirkung der Zähigkeit abrunden würden, braucht uns 
nicht zu stören, denn diese Knicke sind nur der Rechnung wegen eingeführt; man hat 
sich in Wirklichkeit an ihrer Stelle runde Formen zu denken, die sich durch die Zähig- 
keit höchstens um Größen von der Ordnung v verändern, die wir bereits vernachlässigen. 
Das ganze Verfahren kommt darauf hinaus, daß wir nur den Streifen von der kleinen 


Breite der Grenzschicht (Größenordnung I Bezeichn. s. Fußnote 3 S. 432) als reibende 


Flüssigkeit ansehen, das übrige als reibungslose. Wir kommen so auch über die Schwie- 
rigkeit hinweg, daß unser Geschwindigkeitsprofil streng genommen nicht stationär ist (die 


.. 2vT 
vernachlässigte Veränderung in der Zeit 7 ist von der Größenordnung 3 0). 
Jl 


Wenn man die Rechnung für unsere Grenzschicht unter der Annahme kleiner 
Schwingungen durchführt, dann ergibt sich eine nicht ganz einfache, jedoch von Sommer- 
feld und Hopf!) bereits sehr sorgfältig untersuchte Differentialgleichung. Wir wollen 
indes zum Unterschied von den genannten Autoren hier davon Gebrauch machen, daß 
die Zähiekeit sehr klein ist und ferner auch annehmen, daß die Geschwindigkeit U’, mit 
der die Wellen der Störung in der X-Richtung fortschreiten, nicht zu klein ist, so daß 
die Schicht, die mit der Geschwindigkeit U’ strömt, bereits außerhalb der Grenzschicht 
liegt?). Dann vereinfacht sich die Gleichung zu 


1 Op 
ot Oy* Ar 
Die Ravleigeh-Schwingung liefere an der Wand eine Geschwindigkeit (Ce 
Wir fügen eine Zusatzgeschwindigkeit f(y) hinzu mit der Bestimmung, 
daß f(0) = — C sein soll, um die Grenzbedingungz des Haftens an der Wand zu befrie- 
digen. In der Nähe der Wand außerhalb der Grenzschicht gilt genähert — »..%13 
( 
also ergibt sich mit u = ın + w aus Formel (1) 
infW)=r-—,, 
also wird 
n 


wobei das Vorzeichen so zu wählen ist, daß der reelle Teil des Exponenten negativ 
wird, damit die eFunktion mit wachsendem & abklingt. 

Die Zusatzbewegung u bringt vermöge der Kontinuität auch eine Zusatzgeschwin- 
diekeit v’' hervor. Es ist 


was wegen » — 0 am Rande 
ikC 2v + (1+i)y i(ketnt) 
gibt. 


Während w außerhalb der Grenzschicht verschwindet, hat v gemäß Formel (3) 
für größere y den asymptotischen Wert‘) 


zn 


ilkxz + nt) 


Man kann sich die weitere Untersuchung dadurch sehr vereinfachen, daß man so 
tut, als ob dieser Wert von v bereits an der Wand vorhanden wäre nnd daß man im 


Ih A, Sommerfeld, Atti del IV. eongr. intern. dei Mathematiei, Rom 1908: L. Hopf, Ann. d 


Phys. (IV.) 43, S. 1, 1914. 


/ v 
Es koınmt darauf an, daß der Ausdruck V; 73 klein bleibt. 


°, Die Formel (3) gilt der Ableitung z«mäß nur für eine Schicht, in der das reibungslose ", 
das in Wirklichkelt einen Golky enthält, als konstant nach y angesehen werden kann 


$ 
| 
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übrigen, abgesehen von dieser Abänderung der Grenzbedingung, die Reibung nicht weiter 
berücksichtigt. Die Rückwirkung der Grenzschicht auf das Innere wird damit richtig 
dargestellt. Die Geschwindigkeit v kommt in Wirklichkeit davon her, daß in der Grenz- 
schicht die Geschwindigkeit « durch die Reibung abgeändert ist. Unser vereinfachter 
Ansatz setzt dafür einen Daurchtritt der Flüssigkeit 
durch die porös zu denkende Wand oder aber eine 
Schwingungsbewegung der Wand gemäß Gleichung (4), 
wobei dann die Arbeitsleistung des Druckes genau die 
Stelle der in Wärme verwandelten Reibungsarbeit in 
der Grenzschicht einnimmt. Durch diesen Kunstgriff 
ist es also gelungen, die Zähigkeitswirkungen durch 
eine einfache Randbedingung für die Rayleigh- 
Schwingung zu ersetzen. 

Alle bisher von uns auf diese Weise durch- 
gerechneten Strömungsprofile (vergl. Abb. 2) ergeben nun für den Fall, daß die Be- 
wegung ohne Reibung stabil ist, mit Reibung eine Anfachung (negative Dämpfung), 
und zwar von einem Betrag, der durch Formeln von folgendem Bau wiedergegeben wird: 


n=r—ıS, wobei x» = — Zahl: 
b Ub 

(Der Ausdruck unter der Wurzel ist das Reziproke der Revynoldsschen Zahl; 
die »Zahl« in der Formel ist eine von den Daten des Profils abhängige Funktion der Wellen- 
länge der Störung.) 

Wir haben dieses Ergebnis erst nicht glauben wollen und haben es daraufhin 
jeder dreimal unabhängig auf verschiedene Weise gerechnet. Es kam aber immer wieder 
dasselbe Vorzeichen, das Labilität bedeutet. Die begangenen Vernachlässigungen sind 
unter der Annahme einer sehr kleinen Zähigkeit einwandfrei. Das Ergebnis muß also 
hingenommen werden. Den bisherigen theoretischen Ergebnissen gegenüber, die immer 
Stabilität geliefert hatten, ist darauf hinzuweisen, daß diese ausschließlich den sogenannten 
Couetteschen Fall behandeln!), der sich auf die lineare Geschwindigkeitsverteilung 
zwischen zwei aneinander vorbei bewegten parallelen Wänden bezieht. Diese Stiömung 
ist im Rayleighschen Sinn nicht schwingungsfähig‘). Die von uns untersuchten Stıö- 
mungen haben aber sämtlich, reibungslos betrachtet, stabile Eigenschwingungen, d.h. sie 
sind ungedämpfter Wellenbewegungen (von beliebiger Wellenlänge) fähig. Das Vor- 
handensein einer solchen Wellenbewegung ist aber die Vorbedirgung für die von uns 
untersuchten Grenzschichtvorgänge. 

Um die Rolle der Grenzschicht für das Labilwerden der Strömung besser zu ver- 
stehen, ist es ganz lehrreich, die Revnoldssche Energiebetrachtung darauf anzuwenden, 
mit der auch H. A. Lorentz in seiner bekanrten Abhandlung’) arbeitet. Dort wird die 
Zunahme der Energie der Störungsbewegurg als die Differenz zwischen zwei Ansdriücken 
dargestellt, von denen der erste (M) die von der Hauptbewegung auf die Störung;- 
bewegung übergehende Energie, der zweite (N) die der Störungsbewegung durch Rei- 
bungsarbeit entzozene (dissipierte) Energie darstellt. Der letztere Term liefert notwendig 
immer eine Dämpfung. In unserem Falle zeigt die nähere Unte’suchung, daß die Dissi- 


pation in der Grenzschicht einen Betrag mit dem Faktor Vv ergibt, die ganze übrige 
Laminarströmung dagegen einen Betrag mit dem Faktor v. Bei kleinem » tritt der 
letztere Anteil also in der Tat gegen den ersteren zurück. 

Der M-Term nimmt bei unserer Aufgabe den Ausdruck 


au 
— uvdıdy 
dy 


an, wo U die gegebene Laminarströmnne ist. Der Wert dieses Ausdrucks hängt vor 
allem von dem Phasenunterschied der «-Welle und der v»-Welle ab. Bei einem Phasen- 
unterschied von 90° wie er sich bei R-ibungslosigkeit im Falle der stabilen Schwingung 
ergibt, ist der Ausdrack M = 0. Die Bewegung v', die von der Grenzschicht geliefert 


') Mit Ausnahme des von Noether untersuchten Falles (Y=ay?, für den Blumenthal eben- 
falls Stabilität nachwies, vergl. Sitzungsber. d. bayr. Akad. d. Wiss 1913, S. 309 u. 563. 

?, Die Zahl der Freiheitsgrade bei Rayleigh ist ‘für gegebene Wellenlänge) um eins kleiner 
ale die Zahl der Streifen konstanter Rotation. 

Abh. über theor. Physik, Leipzlie 1907. S 47 u. f 
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wird, hat nun eine Phasenverschiebung von 135° sowohl gegen u wie gegen das rei- 
bung-lose v und gibt daher mit % zusammen einen Energieübergarg von der Hanpt- 
bewegung anf die Störungsbewegung. und zwar gemäß der Rechnung von einem Betrage, 
der in der Größenordnung mit der dissipierten Energie übereinstimmt, sie aber zablen- 
mäßig übertrifft. Es bleibt also von der übertragenen Energie immer etwas für das 
Anwachsen der Sıörıng übrig. 

Die durch diese Rechnung geschaffene Lage wär nun, obwohl sie die Entstehung 
der Turbulenz zu erklären schien, gar nicht angenehm, denn es entstand jetzt die um- 
gekehrte Schwierigkeit, wie die Laminarströmung gerettet werden solle, die doch nach 
den Versuchen unterhalb der Reynoldsschen Zahl 1000 stabil sein muß. Nach unserer 
vereinfachten Rechnung war dies gar nicht zu verstehen. Es muß aber betont werden, 
daß durch das geknickte Geschwindigkeitsprofil etwas Künstliches in die Rechnung herein 
gebracht wird, das besser vermieden würde. Man wird sich dazu entschließen müssen, 
wirklich einmal gekrümmte Laminarprofile auf ihre’ kleinen Schwingungen durchzurechnen. 
Dabei treten, wie schon von Lord Rayleigh festgestellt wurde, an der Stelle im Profil 
Besonderheiten auf, wo die Phasengeschwindigkeit der Störungswelle mit der Geschwin- 
digkeit der Hauptströmung übereinstimmt. Dort verweilt nämlich ein und dasselbe Flüs- 
sigkeitsteillchen dauernd in demselben Druckgefälle, wodurch die Störung bei Reibungs- 
losigkeit nicht klein bleiben kann. Bei Berücksichtigung der Reibung erhält man zwar 
ein vernünftigeres Resultat, doch werden auch bier die Geschwindigkeiten ziemlich groß. 
Eine Abschätzung ergab, daß der Betrag der Dissipation hier der Krümmung des Ge- 
schwindigkeitsprofils und der ?/;. Potenz der Zähigkeit proportional ist!). Anfachung mit 
»''s und Dämpfung mit »”s würden nun bei passenden gar nicht großen Zahlenfaktoren 
große Revnoldssche Zahlen ergeben können, da die Zahlenfaktoren zur 6. Potenz zu 
erheben wären. Jedoch steht im Hintergrund noch der M-Term, dessen Vorzeichen noch 
nicht von vornherein fest liegt und der deshalb die Sache noch umwerfen kann’). Hier 
kann also nur die genaue Durchrechnung weiter helfen. 

Zum Schluß zeige ich hier noch 
eine photographische Aufnahme’), die 
das Vorgetragene sehr gut zu erläu- e 
tern vermag. Die Aufoahme, die in 
Abb. 3 wiedergegeben ist, bezieht sich 
auf eine Strömung in dem oben ge- 
nannten Kanal bei abgerundetem Ein- 
lauf und bei einer Reynoldsschen 
Zahl von rd. 15000. Die photo- Abb. 3 
graphische Kammer befand sich auf 
einem Wagen, der parallel zur Kanalachse gefahren werden konnte und bewegte 
sich bei der Aufnahme mit einer Geschwindigkeit, die etwa */; der Geschwindigkeit, 
des Wasserstromes in der Mitte des Kanals betrug. Dadurch erscheinen in der 
Aufnahme solche Punkte der mit Lykopodium bestreuten Oberfläche als Punkte, die 


';, Die Rechnung ergab für die Dissipation pro Längeneinheit die Größenordnung 


2 K? 
v 
dy 
wobei K der Mittelwert von — pe in dem in Betracht kommenden Streifen und vı die Amplitude von 
von v an der Stelle U—= D’ ist. 
„2 K’a? 
?, (Zufügung Okt. 21.) Hier ergeben sich 2 Terme von der Größenordnung In: von ent- 
d 2 


gegengesetztem Vorzeichen, deren Differenz voraussichtlich eine mit » klein werdende Größe ist. Von 
dem Ausfall dieser Differenz hängt alles ab. Möglicherweise ergibt sich für das Parabelprofi! (Poiseuille' 
wieder Stabilität für alle », während bei dem Profil von Fußnote 3 S. 432 sicher bei kleinen v In- 
2 
stabilität bleiben wird, da bier in der Nähe der Wand 


772 sehr klein wird, und für kleine % die aus- 


gezeichnete Schicht (UV = T') nahe der Wand Ilegt. 


®) Statt des Lichtbildes ist eine Zeichnung wiedergegeben, da die Einzelheiten der Aufnahm« 
bei der Wiedergabe im Druck zu sehr an Deutlichkeit verlieren würden. 
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die gleiche Geschwindigkeit wie die Kammer hat!en. Man sieht deutlich von links 


her zwei große Wirbel vorrücken. Rechts von ihnen sieht man einen schwächer 
ausgebildeten. Die Gruppengeschwindigkeit der hier in Betracht kommenden Wellen- 
bewegung ist nach der Rechnung größer als die Phasengeschwindigkeit, es bauen 
sich also — ebenso wie bei den Kapillarwellen — an eine Wellengrnppe immer neue 


Wellen vorne an. Der erwähnte flache Wirbel ist als ein neuer im Entstehen begrifiener 
Wellenberg der Störung anzusehen, der sich vor den bereits vorhandenen aufbaut. Da 


sich die Wellenberge hier in Wirbel verwandeln, kommt ein Erlöschen entsprechend den 


\Wellen auf der Rückseite der Gruppe, wie es bei reinen Wellenbewegungen beobachtet 


wird, hier nicht in Frage. 

Die im ersten Teil des Vortrages besprochene Erscheinung, daß durch vorhandene 
Störungen labile Zustände geschaffen werden, die zur Bildung neuer kleinerer Wirbel 
Anlaß geben, kann auf der linken Seite der Figur beobachtet werden, wo unter den 


großen Wirbeln bereits kleinere entstanden sind, die sich durch einen wellıgen Verlauf 


der Stromlinien kenntlich machen. 116 


Experimentelle Untersuchungen zum Turbulenzproblem. 
Von L. SCHILLER in Leipzig. 


ie zahlreichen theoretischen Untersuchungen über das »Turbulenzproblem« haben bis 
heute noch nicht zu einem befriedigenden Ergebnis geführt. Dies prägt sich deutlich 
darin aus, daß die in den verschiedenen theoretischen Arbeiten erhaltenen Grenzen fir 
die »kritische Revnoldssche Zahl«®) einen sehr weiten Bereich einschließen. Als untere 
Grenze wurde von Hopf?) die Zahl 11 gvfunden, während die Theorie der kleinen 
Schwingungen überhaupt keinen endlichen Wert ergibt (v. Mises‘), Hopf°’)). Wesentlich 
geringer ist der Bereich, innerhalb dessen die in experimentellen Untersuchungen an- 
gegebener Werte von Ai lieren‘). Er erstreckt sich für Glasrohre und gezogene Metall- 


rohre von Aı = 200 — 25500). Die niedrigsten Werte —= 200) gibt Ruckes‘) für 
Metallkapillaren mit nicht sehr glatter Wandung an, und Sorkau’) für Glaskapillaren 
R, = 224). Der höchste Wert 25500 entspricht Ergebnissen von Ekman'’), dem es ge- 


lungen ist, die laminare Bewegung bis etwa R= 25500 aufrecht zu erhalten. 

Die einzelnen Werte wurden jeweils unter recht verschiedenen Versuchsbedingungen 
erhalten. Als solche kommen banptsächlich in Betracht: Zustand (Beruhigungsgrad) 
der Flüssigkeit beim Eintritt in das Rohr, Form der Eintrittsöffnung, Anlauflänge 
(Abstand der Meßstrecke vom Einlaul), Glätte des Rohres. Ein Vergleich unter so ver- 


!) Aus der Leipziger Habilitationsschrift des Verfassers. Vorgetragen in Jena am 20, und 
24. September 1921. 


ua ‚ao 
»Reynoldssche Zahl« oder »reduzierte Geschwindigkeit« heißt die Gröfe R= ei. 
v 


— mitt'’ere Geschwindigkeit, a = charakteristische Länge (in dieser Arbeit stets = Rohrhalb messer), 


wo 


o — Diehte, « = Koeffizient der inneren Reibung, "= — = Zäühigkeitszahl der Flüssigkeit. 


3) L. Hopf, Ann. d. Phys. [4] 59, 1919, S. 538 
ı R. v. Mises, Jahrb. deutsch. Math. Ver. 21. 19i2, S. 241 bis 248. 
L. Hopf, Ann. d. Phys. [#] 43, 1914, S. 1 bis 60. 


\nmerkung des Herausgebers: Der Verfasser bezeichnet hier und im folzenden als 
»kritische Zahl« jeden möglichen Uebergangswert zwischen laminarer und turbulenter Strömung, 
Für die eigentliche »kritische Zahl‘, nämlich die untere Grenze des Bestehens tur»ulenter Strömung, 
reben die bisherigen Versuche — in Uebereinstimmung mit den Ergebnissen des Verfassers — ein Rı 
etwa zwischen 900 und 1200. 

’, Verel. bierüber die Zusammenstellungen bei L. V. King, Philosogh. Mag. (6) 31, 1916, 
S, 392, besonders die tabellarische Uebersicht auf S. 338, und F. Noether, diese Zeitschr. 1, 1921, 


S. 125 und 218. 
W. Ruckes, Untersuchungen über den Ausfluß komprimierter Luft aus Kapillaren und die 
dabei auftretenden Turbulenzerecheinungen Wiirzburger Dissertation. (Leipzig 1908), Ann. d. Phya [4) 
25. 1908, S. 983 und Mitteil,. üb. Forschurgsarb.. herausgegeben vom Ver. deutsch. Ing. H. 75. 1909. 
W, Sorkau, Phys. Zeitschr. 14, 1913, S. 760. Vergl. hierzu jedoch L. Schiller nnd 
W, Kirsten, Phys. Zeitschr. 22, 1921, S. 527 
) V,W, Ekman., Ark. f. Mat, Astr. och Fysik. 6, 1911, Nr. 12, S.5 
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schiedenen Bedingungen erhaltener Ergebnisse erheischt eine entsprechende Erörterung. 
So unterscheidet Revnolds!) eine »untere: und eine »obere« kritische Zahl je nach dem 
Zustand der Flüssigkeit beim Eintritt in das Meßrohr. Die untere kritische Zahl von 
Reynolds ist die Grenze, oberhalb deren wirbelnd ankommende Flüssigkeit auch bei 
noch so langer Beruhigungsstrecke nicht mehr in Laminarströmung übergeht (nach 
Reynolds’ Messungen R = 1200, nach unseren = 1160). Die obere soll die Grenze 
angeben, oberhalb deren laminare Strömung in Turbulenz übergeht. Sie hängt wesent- 
lich vom Beruhigungszustand der Flüssigkeit im Vorratstrog ab (Reynolds bis 
6400, Ekman bis 25500) und von der Form des Einlaufstücks (geeignete Abrundung 
erhöht die Grenze des laminaren Zustandes; vergl. Ruckes |. c.). 

Was den Einfluß der Anlauflänge betrifft, so ist eine Beobachtung von Reynolds 
zu erwähnen, wonach laminar eintretende Flüssigkeit stets erst eine gewisse Strecke 
(ea. 30 Durchmesser) zurücklegt, ehe Turbulenz einsetzt. Diese Strecke nimmt nach 
Reynolds mit zunehmender Geschwindigkeit ab, was sich bei genügend kurzer Meßstrecke 
und Anlauflänge (bis zur Meßstrecke) in einer entsprechenden Abhängigkeit der kritischen 
Zahl von der Anlauflänge zeigen muß. Dieser Einfluß ist in Ergebnissen von Blasius‘) 
zu erkennen. 

Daß die Glätte bezw. mikroskopische Rauhigkeit des technisch glatten Rohres 
von Einfluß auf die kritische Zahl sei, wurde mehrfach angenommen, insbesondere mit 
Rücksicht auf die oben angeführten niedrigen kritischen Zahlen, die Ruckes (l. ce.) für 
Metallkapillaren angibt. Diesen Ergebnissen von Ruckes stehen jedoch vom Standpunkt 
des Aehnlichkeitsgesetzes Bedenken gegenüber. Zudem konnte Verfasser’) in einem 
Rohr mit eingeschnittenem Gewinde die Laminarbewegung bis 9600 steigern, sofern nur 
für störungsfreien Einlauf gesorgt wurde. Die mikroskopische Rauhigkeit des technisch glatten 
Rohres wird vermutlich so lange keinen entscheidenden Einfluß auf den Uebergang zur 
Turbulenz haben können, als irgendwo eine Quelle größerer Störung vorliegt. Und dies 
wird im allgemeinen, auch bei sorgfältiger Abrundung des Einlaufstückes, am Einlauf 
der Fall sein. 


1. Problemstellung. Bei dem beträchtlichen Auseinandergehen der vorliegenden 
experimentellen Ergebnisse und der Bedeutung, die gesieberten und einwandfreien Ver- 
suchen für die Bewertung der theoretischen Ergebnisse zukommt, erschien es wünschens- 
wert, den Einfluß der wesentlich bestimmenden Faktoren auf die Entstehung der Turbu- 
lenz durch den Versuch zu prüfen. Verfasser unternahm es daher auf Anregung von 
Hrn. Prof Prandtl in Göttingen, dem auch an dieser Stelle hierfür der beste Dank 
ausgesprochen sei, hierüber neue Versuche anzustellen. 

Die bisherigen Versuche lassen sich im wesentlichen in zwei Gruppen teilen, 
entsprechend den schon von Reynolds eingehaltenen Bedingungen bei Bestimmung der 
»unteren« und der »oberen« kritischen Zahl, d. h. entweder wirbelnd ankommende 
Flüssigkeit und Feststellung der höchsten Reynoldsschen Zahl, die bei genügend langer 
Beruhigungsstrecke noch Uebergang in laminare Strömung liefert, oder ruhiges Vorrats- 
wasser, abgerundetes Einlaufstück und Feststellung der Reynoldsschen Zahl, bei der 
der Umschlag in Turbulenz einsetzt. Je nachdem gruppieren sich die Resultate um den 
teynoldsschen Wert 1200 oder liegen wesentlich höher. 

Stellt man sich auf den zuerst von Lord Kelvin‘), heute wohl allgemein ange- 
nommenen Standpunkt, daß die Uebergangsstelle zwischen laminarer und turbulenter Be- 
wegung eine Funktion der — mitgebrachten oder am Einlauf entstehenden — Störung 
sei, so mußte es möglich sein, durch systematisches Aendern der »Einlaufstörung« die 
Licke zwischen der Reynoldsschen »unteren« und »oberen« kritischen Zahl zu schließen. 
Dies gelang in befriedigender Weise. Dabei ergab sich als untere Grenze, die auch bei 
zunehmender Störung nicht mehr unterschritten wurde, /?, = 1160. 

Außerdem wurde noch der Einfluß der Anlauflänge geprüft. Dieser ist für die 
Feststellung der kritischen Zahl insofern besonders von Bedeutung, als bei graphischer 
Darstellung die Aıt des Uebergangs vom laminaren zum turbulenten Ast wesentlich von 
der Anlauflänge abhängt. Einmal muß man annehmen (siehe die obige Revnoldssche 


') ©. Reynolds, Seientifie papers Bd. 2, S. 51, 

?, H. Blasius, Das Aehnlichkeitsgesetz bei Reibungsvorgängen in Flüssigkeiten. Mitteil. üb. 
Forschungsarb.., herausg. v. Ver. deutsch Ing. H. 131, 1913. 

3) L,. Schiller, Rauhigkeit und kritische Zahl. Zeitschr. f. Phys. 3, 1920. 412, 

4) Vergi. F. Noether. a.a. ©. S. 133. 
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Beobachtung), daß die Turbulenz eine gewisse Strecke braucht, um sich voll zu ent- 
wickeln, zum andern muß ein Störungswirbel vom Einlauf her auch eine bestimmte 
Strecke zurücklegen, bis er durch Reibung verschwunden ist. Liegt die Meßstrecke 


mutlere x 


MEINE X 


> 


k —= kleine Störung, ın = mittlere Störung, 
4 = große Störung 


Abb. la—c 


genügend weit vom Einlauf entfernt, so wird bei 
der kritischen Zahl (und darüber) die Turbulenz 
bereits voll entwickelt sein, unterhalb der kriti- 
schen Zabl werden die Einlaufstörungen völlig 
verschwunden sein. Wir müssen also in diesem 
Fall in einem Widerstand-Geschwindigkeit- bezw. 
Widerstandskoeffizient-Reynoldssche Zahl-Dia- 
gramm völlig scharfen Uebergang von Laminar- 
zu turbulenter Strömung ausgeprägt finden (vergl. 
Abb. 1a). Die Auftragung erfolgt hier, wie auch 
stets im folgender, aus bekannten Zweckmäßig- 
keirsgründen ') auf Logarithmenpapier nach den 
dımensionslosen Größen Widerstandskoeffizient 


(q Staudruck, a = Halbmesser) und Reynolds- 
sche Zahl A. 


Ricken wir die Meßstelle mehr und mehr 
gegen den Einlauf zu, so werden sich die beiden 
erwähnten Einflüsse, wie eine einfache Ueber- 
legung ergibt, in der in Abb. Ib und Ic ge- 
zeichneten Weise durch Verwischen des Ueber- 
ganges vom laminaren zum turbulenten Wider- 
standsgesetz geltend machen müssen. Das Aehn- 
lichkeitsgesetz gestattet, zur Variation der dimen- 
sionslosen Anlauflänge verschieden weite Rohre 
mit gleichem Abstand der Meßstrecke vom Ein- 
lauf zu verwenden. 


Abb. 2 


') Vergl. hierzu etwa: H. Blaslus. a.a, O. S. 9 ff. 
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2. Versuchseinrichtung und Meßmethode. Die außerordentlich einfache 

Versuchseinrichtung, Abb. 2, bestand aus dem Tıog 7 mit den Löchern Z, dem Rohr 

R und dem Wassermanometer M. Am Ende des Rohres konnte der Strom mit Hilfe 

eines groben und eines in diesen einzuseizenden feinen Hahnes nach Wunsch geregelt 

werden. Der Einlauf in das Rohr konnte durch eine von außen zu verstellende Platte P 
verschlossen werden. Ein Deberlauf U gestattete mit konstantem Niveau zu arbeiten. 


Die Mengenmessung erfolgte mit kalibrierten Gefäßen, die Zeitmessung mit Stopp- 
uhr. Die Dauer eines Versuches lag im allgemeinen zwischen 10 und 40 sec. Auf das 
Arbeiten mit konstantem Niveau mußte im Bereich der l,aaminarströmung verzichtet 
werden, da trotz Beruhigung+sieben, die in dem Trog angebracht waren, durch den 
Wasserzufluß aus der Leitung unregelmäßige Wirbelung in die Mrßstrecke getragen 
wurde. Auch traten hierbei stärkere Temperaturschwankungen auf, die, wenn auch stets 
soforiige Temperaturmessung des durchgeflossenen Wassers geschah, wegen des hohen 
Temperaturkoeffizienten der inneren Reibung auch bei Versuchen im turbulenten Gebiet 
besser vermieden wurden. 


An den Meßstellen erhielten die Rohre vier Löcher von I mm Dmr., deren innerer 
Grat sorgfältig entfernt wurde, um eine einwandfreie Druckmessung zu erzielen. Die 
vier Löcher standen durch eine Nut in einem übergeschobenen Messingring in Verbin- 
dung (vergl. Abb. 2, Sonderzeichnung 2). 


Möglichst genau mußte die Kalibrierung der Rohre vorgenommen werden, da der 
Durchmesser in den zu bestimmenden Widerstand»koeffizienten in der fünften Potenz 
eingeht. Die unten mit festgeschraubter Gummiplatte verschlossenen 2 m langen Rohre 
wurden dazu mit Wasser gefüllt; dann wurde dieser Wasserinhalt in einem Becherglas 
aufgefangen und gewogen. Die Rückstände im Rohr wurden durch mehrfaches Nach- 
wischen mit tariertem Filtrierpapier auch noch aufgesaugt und mitgewogen. Die Güte der 
so erzielten Bestimmungen mögen folgende Zahlen erweisen: Für das engere Rohr I: 
100,65 g, 100,70 g, ein halbes Jahr später: 100,68 und 100,66 g, für das weitere Rohr 1I: 
399,95, 399,55 und 399,4 g. Die Versuchsrohre waren gezogene Messingrohre, die zwar 
eine nicht mehr ganz hochglänzende Öberfläche zeigten, sich jedoch, wie die Versuche 
ergaben, bydromechanisch noch vollkommen »glatt« verhielten. 


3. Bezeichnungen, Definitionen und graphische Darstellung. An Längen- 
bezeichnungen verwenden wir für Rohrhalbmesser a, Entfernung vom Eintritt in das 
Rohr bis zur Meßstrecke, die sogenannte »Anlauflänge« x, Länge der Meßstrecke !; die 


Menze pro u, die Dichte der Flüssigkeit o, 


mittlere Geschwindigkeit, d.h. 
Querschnitt 


ihr spezifisches Gewicht 7, ihre innere Reibung u, die Zäbigkeitszahl “© — ». Als (dimen- 


sionslose) »Reynoldssche Zahl« gelte Der Druck sei p, die »Druckhöhe« —h, 


( . .. 
der Staudruck are werde gelegentlich mit g bezeichnet. Für den Druckverlust benutzen 


wir den in der Hydraulik üblichen Ansatz 


1) 
a 2g 


worin 4, der »Widerstandskoeffizient«, eine dimensionslose Zahl, nach dem Aehnlichkeits- 
gesetz (für glatte Rohre und lange Anlaufstrecke) lediglich eine Funktion der Reynolds- 
schen Zahl ist. 


Aus (1) erhält man mit Benutzung des Poiseuilleschen Gesetzes der Laminar- 


strömung 


16 


in unserer logarithmischen Darstellung also eine unter 45° fallende Gerade. 


!) Häufig wird statt des Halbmessers der Durchmesser genommen. Dies ist bei Vergleich mit 
den Resultaten anderer Arbeiten zu beachten. 
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Für die turbulente Strömung hat Blasius') aus umfangreichen Versuchen von 
Saph und Schoder die (rleichung abgeleitet: 
0,1582 


V2R 
Dies liefert in unserer Darstellung für den turbulenten Ast der Kurve eine mit 
Neigung 1:4 fallende Gerade. Um stets sofort einen Anhalt über die Uebereinstimmung. 
unserer Versuche mit diesen beiden Gesetzen zu gewinnen, finden sich diese beiden 
Geraden in den entsprechenden Abbildungen eingezeichnet. 


4. Versuche über den Einfluß der Anlauflänge. Die Versuche wurden aus 
geführt an einem engeren Rohr I von 0,3998 cm Halbmesser und einem weiteren Il von 
0,7962 cm Halbmesser. Bei dem weiteren Rohr wurde nur eine Meßstrecke (Abb. 3, 
M.-Str. 3) von 92,62 em Länge und 104,15 cm Abstand vom Einlauf verwendet, bei dem 


Me/sstr 


Ho 
WE/SD ee 
7 


Abb. 3 


engen die gleiche und noch eine früher liegende von 51,85 em Länge (M.-Str. 2). Die 
zugehörigen Änlauflängen sind aus der Figur ersichtlich. Da die Rohrdurchmesser sich 
wie 1:2 verhalten, so hat die M.-Str. 3 vom Standpunkt des Aehnlichkeitsgesetzes aus 
beim engen Rohr die doppelte Anlauflänge wie beim weiteren Rohr, M.-Str. 2 des engen 
Rohres etwa die gleiche Anlautlänge wie M.-Str. 3 des weiteren. Bei völliger Erfüllung 
der Aehnlichkeit wäre also zu erwarten, daß die A Kurven für M.-Str. 2 des engen und 
M.-Str. 3 des mittleren Rohres zusammenfielen. 

Um möglichste Erfüllung der Aehnlichkeit am Einlauf zu erreichen, war die Be- 
festigung der Kobre im Trog so getroffen, daß der völlig scharfe Rand des Rohres gerade 
mit der Trogwandung abschritt. Es wurde erwartet, daß hierdurch beim Eintritt des 
Wassers aus dem »großen« Trog in die Rohre ähnliche Strömung erzielt würde. 

Um mit konstantem Niveau, 


also auch mit konstanter Einstellung 
00» «scherfrondiger Einlauf, 3 im Manometer arbeiten zu können, 

eo schorfrandiger Einlauf, Moßstr. 2 warden zunächst Versuche mit 


dauernder Zuströmung aus der 
Wasserleitung in den Trog unter 
Benutzung des Ueberlaufs gemacht, 
in der Annahme, daß einerseits die 
Anlaufstrecke zur Beseitigung der 
durch den Zufluß gegebenen Stö- 
rungen ausreichen würde, andrer- 
seits die an der scharfrandigen 
Einlauföffnung auftretenden Wirbel 
eine wesentlich größere, gut deii- 
nierte Störung darstellen würden, 
der gegenüber die anderen Störun- 
| | gen nicht mehr in Betracht kämen. 
975 Während sich diese Erwartung bei 
| dem engen Rohr einigermaßen er- 


a füllte, war das Bild, das die Messun 
r | a | | | gen am weiteren Rohr boten, außer- 
2 25 3 35% 3%’ oıdentlich schwankend. Hieraus 
Abb. 4 war deutlich zu sehen, daß unregel- 


') A. Blasius, a.a. ©. S. 12. Die Verschiedenheit der Koeffizienten erklärt sich durch unsere 
etwas abweichenden Definitionen. 
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mäßige aus dem Zufluß stammende Störungen sich geltend machten. In der Folge wurde 
daher nur mehr mit stundenlang ruhig stehen gelassenem Wasser gearbeitet. 

Die Ergebnisse der Messung zeigt Abb. 4 für das enge und Abb. 5 für das weitere 
Rohr. Die einzelnen an verschiedenen Tagen ausgeführten Versuchsreihen sind durch 
verschiedene Bezeichnungen kenntlich gemacht. 

Bei dem engen Rohr sieht man zunächst den nach den Ueberlegungen von Ab- 
schnitt 2 zu erwartenden außerordentlich scharfen Uebergang vom laminaren zum tur- 
bulenten Zustand. Um ihn so scharf.zu erhalten, muß man bei Annäherung an den 
kritischen Punkt sehr kleine Stufen der Geschwindigkeitsänderung benützen. Die An- 
näherung an den turbulenten Zustand macht sich durch zunächst ganz geringe, dann 
immer stärkere Unruhe des Spiegels im Manometer geltend. Kommt man dann ganz 
vorsichtig bis an den kritischen Punkt selbst, so erfolgt noch nicht gleich der Uebergang 
zur völligen Turbulenz, sondern es tritt ein (beim engen Rohr oft nach Zentimetern zäh- 
lendes) ziemlich regelmäßiges Pendeln um Gleichgewichtslagen ein, welche die Punkte 
zwischen dem laminaren und dem turbulenten Ast liefern. Die Erklärung für diese 
Pendelung dürite so lauten: Durch den vorsichtig hervorgerufenen Anstieg der Geschwin- 
digkeit tritt Turbulenz, also höherer Widerstand ein. Dadurch wird aber die Geschwin- 
digkeit wieder herabgesetzt. Infolgedessen setzt jetzt wieder laminare Strömung ein, 
also geringerer Widerstand, infolgedessen Wiederansteigen der Geschwindigkeit usw. 
Geht man weniger vorsichtig zu Werk, so erhält man sofort den ganzen Uebergang von 
laminar zu turbulent, sich darstellend durch einen sehr plötzlichen nach mehreren Zenti- 
metern zählenden Ausschlag. 

Was den Einfluß der Anlauflänge betrifft, so zeigt sich in der Abb. 4 zunächst 
ein scheinbarer, indem der kritische Pankt bei den Messungen mit der näher am Einlauf 
liegenden Meßstrecke tiefere Werte zeigt. Dies ist jedoch Zufall und sicher nur die 
Folge von nicht zu kontrollierenden Schwankungen der Einlaufstörungen, wie durch 
gelegentliche Stichproben festgestellt wurde, die auch für M.-Str. 2 höher liegende kri- 
tische Zahlen (etwa wie die für M.-Str. 3) gaben, Andererseits erkennt man deutlich, 
daß bei den Versuchen mit der näher am Einlauf liegenden M.Str. 2 schon wesentlich 
früher eine, wenn auch nicht erhebliche, so doch immerhin deutliche Abweichung von 
der lJawinaren Geraden eintritt, eine Folge der noch vom Einlauf herstammenden, noch 
nicht völlig abgedämpiten Störung. 


Noch deutlicher kommt dies — | 
zur Geltung beim weiteren Rohr | | wu 4 | 


Einfluß der kürzeren Anlauflänge 
in der Abweichung von der Poiseu- 
illeschen Geraden und der Ver- 
flachung des Uebergangs erkennen 
läßt. Nicht recht zu unserer Auf- 
fassung paßt die Tatsache, daß die 
kritische Zahl hier nicht unbe- 
trächtlich tiefer liegt. Der Grund 
hierfür dürfte in Nichterfüllung der 
Aehnlichkeit bei der Zuströmung 
zum Rohr im Trog zu suchen sein. 
Für eine bestimmte Revnoldssche 
Zabl ist das Verhältnis der Ge- 
sehwindigkeiten im Rohr für enges 
Rohr gegen mittleres 2:1, für die 
Geschwindigkeiten im Trog aber 
1:2. Befindet sich also in der 
Gegend des Kinlaufs irgend eine 
Störungsstelle, so wird diese bei 
dem weiteren Rohr infolge der 
größeren Geschwindigkeit viel stärker wirksam. 


Schließlich wurde noch bei dem engen Rohr durch Abdecken eines Segments der 
Einlauföffnung von etwa 3 mm Höhe, also etwas weniger als der Halbmesser, eine sehr 
starke Störung hervorgebracht. Die Resultate zeigt Abb. 6. Die Uebergangskurve von 
laminar zu turbulent liegt schräg, die Kurve fir die näher am Einlauf befindliche Meß- 
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strecke schon von kleinen Revnoldsschen Zahlen ab wesentlich über der für die 
M.-Str. 3. 
Ein außerordentlich großer 
70750 Teil der in der Literatur wiederge- 
aögedechter Einlauf, Meßstr. 2 gebenen Experimente zeigt diesen 
gangs durch überlagerte Einlauf- 
störungen, hervorgerufen durch 
nicht genügende Ruhe im Trog 
bezw. zu geringe Änlauflänge. Da 
die Kurve hierdurch einen ver- 
waschenen ('harakter annimmt, ist 
natürlich die Bestimmung des ge- 
nauen Wertes der kritischen Zahl 
sebr erschwert, und hierin ist wohl 
der Hauptgrund für die außer- 
ordentlich verschiedenen Resultate 
zu suchen. Sebr gut läßt sich 
dieser Einfluß der Anlauflänge in 
den Versuchen von Blasius') 
gradweise erkennen, der sie jedoch 
nicht in dieser Weise diskutiert hat. 
Bei dieser Gelegenheit sei auch 
noch darauf hingewiesen, daß die 
Abb. 6 (tür Röhren wohl zuerst von Bla- 
sius benutzte) Auftragung nach 
,— R.Werten für die scharfe Bestimmung des kritischen Punktes folgenden großen Vorzug 
hat. Hat man ein p—u Diagramm, so ist der laminare Bereich gegeben durch eine an- 
steigende Gerade, der turbulente ebenfalls durch eine ansteigende Kurve Der 
Uebergang zwischen beiden ist ebenfalls ein Anstieg, also schwer zu erkennen, hier 
dagegen sind beide Kurven fallend und dazwischen ein Anstieg, der sich natürlich viel 
schärfer geltend macht, 


5, Versuche über den Einfluß der Einlaufstörung. Diese Versuche wurden 
mit dem engen Rohr durchgeführt, die Resultate sind in Abb. 7 wiedergegeben. Nach- 
dem für die durch den scharfrandigen Einlauf gegebene Störung der Betrag der kritischen 
Zahl zu etwa 1700 ermittelt war, wurden zunächst Versuche in der Richtung unter- 
nommen, hohe kritische Zahlen zu erreichen. Dazu mußte möglichst störungsfreier 
Einlau! angestrebt, dem Kinlaufstück also eine Form erteilt werden, die eine Ablösung 
der Strömung erschwerte. Als das Beste erscheint bier wohl eine allmähliche Erweite- 
rung des Rohres, die ohne Wendepunkt in die Ebene der Trogwandung hinüberführt. 
Aus technischen Einfachheitsgründen wurde jedoch ein nach Gutdünken gezeichnetes Ein- 
laufstück aus massivem Messing gedreht und auf den Rohranfang aufgesetzt, ragte also 
mit seiner höchsten Stelle in das Innere des Troges hinein und verlief dann stetig gegen 
die Trogwand. 

Das l’rofil zeigt Abb. 2a. Ks erwies sich auch als für den beabsichtigten Zweck 
hinreichend gut geformt. Denn bei genügend langer Beruhigung des Wassers im Trog 
und vorsichtigem Arbeiten wurde sofort als kritische Zahl etwa 6100 erreicht‘). Da es 
nicht darauf ankam, einen Rekord aufzustellen, konnte man sich hiermit begnügen. Es 
handelte sich nun vielmehr darum, langsam fortschreitend stetig größer werdende Stö- 
rungen am Einlauf hervorzubringen. Dies wurde in einiachster Weise erreicht, indem 
die ursprünglich nur zum Abschließen bestimmte Platte P (vergl. Abb. 2) immer näher 
an den Einlauf herangeschoben wurde. Die resp. Einstellungen und’ die ihnen zugehörigen 
kritischen Zahlen sind aus der Abb. 7 ersichtlich. Man sieht, wie mit wachsender Störung 
am Einlauf ein stetiges Fallen der kritischen Zahl verbunden ist, das jedoch bei #2? = 1160 
seine Grenze findet. Die beiden letzten Stufen, entsprechend Plattenabständen von 1,2 
und 0,6 mm zeigen praktisch keinen Unterschied mehr in der kritischen Zahl. Zum min- 


Blasius, a0. 8.36 u. 37, Abb. 4, 9-13. 
-) Später wurde bei sorgsamerem Experimentieren mit demselben Rohr laminare Strömung bis 
R = 8200 erhalten, mit dem weiteren Rohr bis 2 = 11000. 
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desten muß man annehmen, daß auch bei noch stärkerer Einlaufstörung sich die kritische 
Zahl nur unwesentlich noch ändern würde. Denn die hier vorhandene Störung»form, 
sehr schneller Uebergang aus dem engeren Spalt auf den größeren Querschnitt ist für 
Wirbelbildung außerordentlich geeignet. 
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Abb. 7 


Hiermit ist es gelungen, die Liicke zwischen der unteren und oberen kritischen 
Zahl restlos zu schließen und deren untere Grenze auf etwa R= 1160 festzulegen. Da 
dies eine wirklich festliegende, stets reproduzierbare Zahl ist, so hat es weiterhin keinen 
Zweck mehr, die nur verwirrenden Begriffe der unteren und der nicht festliegenden 
oberen kritischen Zahl beizubehalten, vielmehr ist es zweckmäßig zu sagen: Die kritische 
Reynoldssche Zahl ist 1160. Zur scharfen Festlegung, d.h. für scharfen Uebergang 
von laminar zu turbulent, ist.genügende Anlauflänge erforderlich, wozu jedenfalls, wie 
hier gezeigt, — 130 Durchmesser ausreichen. Die so definierte kritische Zıhl zu erklären, 
muß das erste Ziel der theoretischen Forschung sein. Auf die aus Abb. 7 ersichtliche 
Abweichung der laminaren Widerstandskurve von der Poiseuilleschen Geraden wird 
in einer folgenden Arbeit näher einzugehen sein. 


6. Schluß. Das Ergebnis der vorliegenden Arbeit, wonach die kritische Zahl 
eine Funktion der (größten) vorhandenen Störung ist, gibt folgendes Bild über die Sta- 
bilitätsverhältnisse der laminaren und der turbulenten Strömung in technisch glaıten 
Rohren. Zu jeder Revnoldsschen Zahl oberhalb 1160 gehört ein ganz bestimmter 
Störungsbetrag, der erforderlich ist, um die Turbulenz hervorzurufen. Je höber die 
Revnoldssche Zahl ist, eine um so geringere Störung reicht hierzu aus. Gagen kleinere 
Störungen .ist jeweils Stabilität der Laminarströmung vorhanden!). Unterhalb der kri- 
tischen Zahl ?= 1160 ist die Laminarströmung gegen noch so große Störungen stabil. 
Dort ist keine »turbulente« Strömung möglich; etwa vorhandene Wirbel werden bei ge- 
nügender Beruhigungsstrecke stets verschwinden. 


) Vergl. hierzu F Noether, Sitzungsber. d. bayr Akad. d. Wiss. 1913, S. 309, der zum 
Vergleich die »praktische« Stabilität einer Kugel heranzieht, die auf der Spitze eines Berges in einer 
kleinen Versenkung liegt. — R. v. Mises, Elemente der techn. Hydromechanik, S. 32, Leipzig 1914, 
der auf die Analogie mit der »Eulerschen Knicklast« hinweist 
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Bekanntlich hat Lord Ravleigh gezeigt, daß die Stabilität reibungsloser Flüssig- 
2 

keiten daran geknüpft ist, daß kein Vorzeichenwechsel von - . (y senkrecht zur Strö- 
mung «) auftritt. Kin solcher Vorzeichenwechsel ist aber z. B. durch Stromumkehr an 
der Wand sofort gegeben. Ich verweise hier auf die bekannten Prandtlschen Unter- 
suchungen über die Ablösung der Grenzschicht an umströmten Körpern. Dort wird die 
Umkehr bewirkt durch den der Bernoullischen Gleichung entsprechenden Druckanstieg 
an der Rtiickseite des umströmten Körpers in Verbindung mit der durch die Reibung be- 
wirkten weringen Geschwindigkeit in der Grenzschicht. Ein solcher Druckanstieg liegt 
hier natürlich nicht vor, wohl aber können wir uns die Umkehr hervorgebracht denken 
durch das Feld eines \Wirbels mit entsprechendem Rotationssinn, der dann die notwendige 
»Anfangsstörung« darstellt. Da sonach das physikalische Verhalten gegebenenfalls eine 
Verletzung der Ravleighschen Stabilitätsbedingung darbietet, wird man vielleicht die 
Lösung des »Turbulenzproblems« in dieser Richtung suchen dürfen. s2 


Die Eigenschwingungen 
eingespannter Stäbe von veränderlichem Querschnitt. 
Vou N. MONONOBE in Tokio. 


ei Erdbeben werden hohe schlanke Bauwerke der verschiedensten Art, wie etwa 

Schornsteine, l,euchttürme, Brückenpfeiler und Brückentürme in Schwingung ver- 

setzt. Infolge dieser erzwungenen Schwingungen treten an allen Stellen des Bau- 
werkes Biegungsmomente auf und das Bauwerk wird Gefahr laufen, an der Stelle, wo 
die durch die Biegung hervorgerufene Spannung der äußersten Faser am größten ist, zu 
brechen. Um die Standfestigkeit gegenüber einer Beanspruchung durch Erdbeben zu 
bestimmen, muß man auf theoretischem Wege das von einer erzwungenen Schwingung 
herrührende Biegungsmoment untersuchen. Nun hängt die erzwungene Schwingung eines 
Bauwerkes wesentlich von dem Verhältnis ab, in dem die Eigenireqyuenz seiner Schwin- 
gung zu der Schwingungsfreqjuenz des Erdbebens steht und die Schwingungsamplitude 
wächst stark, wenn diese beiden Schwingungsfrequenzen sich 
nähern. Ein Bauwerk hat aber meist veränderlichen (Quer- 
schnitt, ja es läuft oft gegen oben spitz zu, und, soweit der 
Verfasser unterrichtet ist, ist bis jetzt kein Verfahren zur Be- 
rechnung der Schwingungsfrejuenz für derartig gestaltete 
Körper mitgeteilt worden. Die Formel für den Zylinder ist zu 
ungenau und man kommt sogar in der Praxis mit ihr nicht aus. 
Es soll nun hier eine Methode zur Berechnung der (Juer- 
schwingungen elastischer Stäbe von veränderlichem (Querschnitt 
gegeben werden, wobei der den Rechnungen zugrunde gelegte 
(Querschnittsverlauf eine Annäherung an den Querschnittsverlauf 
wirklicher (Gebäude bilden soll. 


1. Die Frequenz der Querschwingungen eines 
Kegels. Das Problem der Querschwingung eines Kegels ist 
von Kirchhoif’) untersucht worden. — Es befinde sich (Abb. 1) 

Abh, 1 der Koordinatenanfangspunkt für die Ruhelare am freien Stab- 

ende, die &- Achse gehe vertikal nach abwärts, Z bezeichne die 

länge des Kegels, A, A und ./ den Radius, die (uerschnittsfläche und das Trägheits- 

moment für den jeweiligen Schnitt « und A,, Ao und ./, seien dieselben Größen an dem 
jestgehaltenen Ende, d.h. an der Basis. Dann ist 


r 


!) Diese Untersuchung ist ein Auszuzr aus meiner Doktorarbeit, genehmigt von der Kaiserlichen 
Universität za Tokio. 


?, vergl. Kirchhoff. Gesaminelte Abhandlungen, S. 339. 
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Vernachlässigt man die dissipativen Kräfte und die gegenseitige Verdrehung der 
einzelnen Teile des Kegels, so lautet die Difierentialgleichung der Bewegung 


(% Io + v4, 12 0 


Ur oa “or 


(1). 


Dabei bezeichnet , die Verrückung quer zur Achse für jeden Punkt der Kegel- 
achse. Setzen wir nun 


y= ucospt, 


wobei «u nur von x abhängt und p — = T = Schwingungsdauer), so lautet dann die 
Differentialgleichung 
du 
dx” da” E Ig 
Die Randbedingungen sind: 
du .. 
(, fürc=L 
dx 
u .. 
— 
d’ d’x 


Setzt man 'p®?L? und ux = so sieht man, daß 


dv? dv? 
die Lösung darstellt, die für x = 0 den Randbedingungen genügt. Dabei ist 
v | v- v’ 
L 2)? 12-3)? 
v 


127 (1-2-3)2 


t und B sind Konstanten. Der kleinste Wert von v, der für <= ZL den RKandbedin- 
gungen genügt, ist » = »,72. Am festen Ende ist 


ul -pL?, 
E Io 


so daß, wenn 7 den größten Wert für die Schwingungsdauer des Kegels bezeichnet, 
sich dafür 


9, 1/0 A 

p E 

ergibt. 


2. Schwingungsfrequenz eines hohlen Kegel- 
stumpfes. Die meisten turmähnlichen Gebäude können an- 
genähert als Kegelstümpie betrachtet werden, bald als 
massive, bald als hohle. Abb. 2 zeigt einen solchen Kegel- 
stumpf, in dessen in der Zeichnung ergänzten — Spitze 
der Koordinatenvorsprung angenommen ist. Das Koordi- 
natensystem ist ebenso wie in 1 gelegt: die Bezeichnungen 
sind gleichfalls dieselben wie dort und auch hier gilt: 


1 


Dann stimmt die Bewegungsgleichung mit der des 
INegelschnittes überein und die Differentialgleichung der 
elastischen Linie für den äußersten Ausschlag aus der Ruhe- 
lage lautet: 


\ 


d? au 
„16° = 
dz 


Setzt man «2 —=v und spaltet die Gleichung in zwei 
Teile, so hat man 


d’u du 
dv“ dv 


f 
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Die vollständige Lösung dieser Gleichung lautet: 


u = — (2v") — BY, + + . . (6). 


Dann setzt man 2v"2 = x, und 44, 4B, IC und 4) an Stelle von A, B, C und 


D in der Gleichung (6) und erhält 
u= (1) + BY, (a1) + (1) + DK»(xı)}. 
7 


Dabei bezeichnet /n(x) die Zylinderfunktion erster Art oder Besselsche Funktion 


und Yn’x), In(&), Kn(x) sind folgendermaßen definiert: 
r F | 
Yn(&) — 
sinn 
In(x) = i"In(xi) 


Die Randbedingungen sind die folgenden: Am festen Ende v = ZL, v = “/. oder 


2VYuL = 9 findet keine Querverschiebung statt; es ist also 
Un, =n = 0 


und auch keine Richtungsänderung der Achse des Stabes, d.h. es ist 


du 


x = 


Am freien Ende = v— uL, oder = Vu = ist das Biegungsmoment 


null also 


u du\ 
dx,“ da x 


Dann ergibt u, 


du 
und 0: 
= \ 


Hält man dies mit (7a) zusammen, so gewinnt man: 
......(Tb). 


d’u 1 du 
Die Bedingun ( — (0 ergibt 
d du \! 
und | — ( — (0 ergibt 


I, (21) + 


Aus dieser letzten Gleichung zusammen ı.:t Gl (7e) ergibt sich: 
DE) =0 .. . 


Eliminiert man aus diesen vier Bedingungsgleichungen die A, B, C und D, so 
erhält man 


We: 
12 
| 
i 
ö 
| ınd auch die Schubkraft null: 
$ 
r 
d’u I du 
| 
| 
+ 
} | 
| | 
{ 
BE: 


un 
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‚Ja | Y, (7) "AO 
Y; (9) I; (£) K;({) 


Um diese Bedingungsgleichung zu befriedigen, müssen die 7 und { ein bestimmtes 
Verhältnis zueinander haben. Kennt man dann eine Reihe derartig entsprechender Werte 
von 7 und [, so ergibt sich 7‘, die Schwingungsdauer des Stabes, aus den Gleichungen 

2 


Av 
4 ! 4 E nt 
und da L—/L, =! gleich der Stablänge ist, so ergibt sich: 
2 87} Ai 9 A 
p EI, 


; und { zu finden, nehmen wir erst einen Wert 
für y an und erhalten durch Versuche den Wert von {, der der Bedingungsgleichung (x) 
genügt. 

Wenn wir jetzt die Determinante entwickeln und mit Hilfe der Gleichungen 


Um zusammengehörige Werte von ı 


7t 
(£) Y; Js (£) Y; 6) = —+ 
1 
(y) = - 
reduzieren, so erhalten wir - 
{2 (1) I; (7) + J3 (n) (1 } (£) C) Y. 


Um die numerischen Tafeln für die Zylinderfunktionen verwenden zu können, 
reduzieren wir diese Funktionen auf die Ordnungen O0 und I. Bezeichnen wir mit On(x 
sowohl /n(xr) als auch Yn/x) und mit Fnfx) sowohl /In(x) als auch An(r), dann ist 


= - Cı(&) — Co (&), Fı(&) = 
(2) + Frl) = — Cola) Fi (2) — 6, (x) Fo(&) + - (2) (x) 


Dann erhält man 

(27) To (7) + (N) Yı(n) I 


Er 
€ 
| 
i> 
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dabei ıst 

l,assen wir einen Fehler von höchstens 0,2%, zu, so können wir die asymptotischen 

Darstellungen der Funktionen 75. /ı, Ko, A,, deren Argumente größer als 3,3 sind, an- 

wenden, d. h. wir setzen: 


ra 128 \ Varna Su 128 
| / | 3 1 


Führen wir diese Ausdrücke in (!l) ein und vernachlässigen die Glieder, die den 
Faktor e= 2%») enthalten, so ergibt sich die Bedingungsgleichung 


abei ist | u | 19 1 
128 7° 128 
l y | 1 
| | 1 
BZ 128 BL 


In den »Funktionentaieln« von Jahnke und Emde finden sich Werte für die 
Zylinderfunktionen unter Benutzung folgender Bezeichnungen: 


Unsere Bezeichnungen: Jahnke und Emdes Bezeichnungen: 
+) 


Für Argumente, die größer sind als die in Jahnkes Tafeln gegebenen, werden 
auch die folgenden asymptotischen Entwicklungen für Jı'z), Yılz) an- 


Jıla < (2 — cos (x 
| 
) ı / - - eos sin —)' 
Yolt) 2 \ sın (2 — —) BOS 
| 4 Sr /\ 


Führt man diese Ausdrücke in (12) ein und vernachlässigt einige verhältnismäßig 
kleine Faktoren, so wird aus der Bedingungsgleiehung die folgende: 


2n° 4 4 


(13). 


| 
| | 
| 
h 
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| 
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Um die entsprechenden Werte von y7 und [ zu finden, verwenden wir (12). 
Falle die Argumente kleiner sind als 13,0, und (13) für größere Argumentwerte Um 


diese Gleichungen aufzulösen, nehmen wir erst einen Wert für 7 an, bestimmen zwei nahe 
Werte von _ etwa -ı und (,, die der Bedingung angenähert genügen und berechnen die 
entsprechenden Werte der linken Gleichungsseiten. Ist # (u. 2 )= 0 die Bedingungs- 
eleichung, so kann der Wert von ., der der Gleichung F (1, T) genügt, aus der Inter- 


polationsformel 


gefunden werden. 
der folgenden Nummer gegebene Methode. 


- 


Um die Each Werte von zu finden, benutzen wir die in 
Nach langwierigen Rechnungen ergibt sich 


folgendes: 6,50 8,60 5,82 
I, = 3,30 6,00 13,70 
= 3,40 6,10 13,90 

F (1,9) = — 0,0385 — 0,075 — 0,186 

53) = + 0,0605 0,009 + 0,456 

= 3,339 6,089 13,758 


L 
and C sind dann 


Die entsprechenden Werte für 


„0 (Kegel) 0,264 0,501 0,754 1,00 (Zylinder) 
C = 0,719 1,101 1,368 1,695 1,788, 
dabei berechnet sich der Wert von € fir den Zvlinder aus der bekannten Formel 
4 
E In 
(mit m = 1,755 für die langsamste Schwingung) ' Aus diesen hesultaten ergab sich 


dem Verfasser eine einfache Formel, die die Werte von C' grob darstellt: 


\ l ') 
( 9 — 0) ©) 
C 0,719 + 1,01 +, 0,14 2,2 (- 


E Io 


„gerechnet mı? der genauen Merhode 


x gerechnet mit der Naherungsmefhode 
bleichung fur die Werte 
| 
gr 
| | 
| Bi | | l | 
27 02 90 24 77; 10 
Abb, : 
'» Vergl. Lord Ravleieh, Theory of Sound, Second Edition, Vol. I, London 1894, p. 278 
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3. Das Näherungsverfahren. Wir bezeichnen mit Z£, und E, die potentielle 
resp. kinetische Energie eines transversal schwingenden Stabes. Dann gilt 


= ze ( ) de = | de. 
2 2 \0t 2 \0:0% 
Für ein konservatives System ist £ (E,-+ E,) = 0. Vernachlässigt man die von der 


Verdrehung herrührende kinetische Energie und setzt y= u cos pl, so ergibt sich die 
Gleichung 


mit — — Schwingungszahl. 


Der Wert von p in diesem Ausdruck wird durch kleine Abweichungen der 
Funktion « nicht stark beeinflußt, da Zähler und Nenner sich gleichsinnig ändern. Die 
Schwingungsdauern 7, und 7%, zweier Stäbe ähnlicher Gestalt stehen zueinander in dem 


folgenden Verhältnis 
I, 
a’ur\° 
Es Ia aa fe Aı u, da 


Die Ausdrücke für ”, und v, sind im allgemeinen verwickelt, doch die Linie 


ui! — sin 7 2), wo : eine Konstante ist, verläuft ähnlich wie die elastischen Linien 


solcher Stäbe, die entweder gleichmäßig oder am freien Ende belastet sind; daher kann 


man an Stelle von «, und :„ auch uw = & (i sin ,_ «) einsetzen. Dann aber läßt sich 


aus (15) die Schwingungsirejuenz eines Stabes berechnen, wenn die eines ähnlichen 
Stabes bekannt ist. Für zwei Stäbe gleichen Materials und gleicher Länge ergibt (15) 
das Folrende: 


| d’u\° 
El» | .) dx 
dr 
a’ 
oAzudx EI; dx 


wobei u = & > 


Mittels dieser Formel kann man aus der bekannten Schwingungsfrequenz eines 
Zylinders die eines Kegels rechnen und erhält für C' den angenäherten Wert © = 0,680. 
Der genaue Wert von C beträgt aber 0,719, so daß der Fehler etwa 3,4 vH beträgt. 
\Wenn wir annehmen, daß die Fehler, die sich bei diesem Näherungsverfahren für das 


€ von Kegelstümpfen ergeben, der Zahl Em ' proportional sind, so ergibt sich ein 


Korrektionsglied 4 —= 1 -+ 0,057 . Unser Verfahren ergibt für verschiedene Kegel- 
stümpfe die folgenden Werte für ©: 

| 


C == 0,719 1,10 1,41 1,66 


EN 


2 
d’u\“ 
EI dx 
2 
dı 
0 Au’dx 
/ d” u 
/ co Eı Ih da 
dx 
| 
i 
| 
f 
1 
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Mit diesen Näherungswerten von C kommt man auch in der Praxis aus. Die 
Formel (16) ermöglicht, Schwingungsirequenzen von Stäben relativ komplizierter Gestalt zu 
berechnen unter Benutzung der Schwingungsfrequenz ähnlicher Kegelstümpfe. 


4. Vergleich der Rechnungsergebnisse mit Ergebnissen der Messung. Der 
Verfasser hatte keine Gelegenheit zu eigenen Versuchen, doch kann er auf Beob- 
achtungen an tatsächlich vorhandenen Bauten hinweisen. Bei diesen nehmen der mittlere 
Radius und die Wandstärke gegen oben nicht im gleichen Verhältnis ab; da aber in (16) 
Glieder für die Wandstärke in Zähler und Nenner gleichsinnig eingehen, so beeinflußt 
diese Veränderlichkeit der Wandstärke das Ergebnis der l'ormel nicht wesentlich. Wir 


setzen also 
Lı ınittlerer Radius des Scheitel-(Juersehbnitts 


mittlerer Radius des Basis-(uerschnitts 


Folgende Tafel stellt die Ergebnisse von Rechnung und Messung zusammen: 


Tafel der charakteristischen Konstanten und der Schwingungsirequenzen 
schlanker Bauwerke). 


— T in sec 


Durchmesser / 
Bezeichnung der Gebäude Materlal ge- ge- 
3asis Scheitel rechnet messen 
Sehornstein in der Univer- 
sität zu Kyöto. Ziegel 25°) 1,8 1.35 0,93 ».0»x<10-3]| 0.34 0,36 
Schornstein in der Univer- 
sität zu Tokio. . . » 519) 2,8 1.55 1,14 3,0 x 10-4] 1,01 1.01 
Sehorıstein «der Kuhara- 
Bergwerks-Gesellschaft arınierter 
zu Saganoseki . . Eeton 550°) 40,2 26,8 14,2 0.91%x 10-4] ».654 2,53 
desgl. za Sukegawa. . . » 100°) 1,8 1.0 x 10-4] 0,05 0,52 
Schornstein in der l'niver- 
sität zu Tokio. . . . > 100°) 6.25 6,1 2.22 1.0 x 10-3 | 0,81 0,85 
75 


Kippsicherheit und Achterbildung an geschlossenen Kreisringen. 
Von H. HENCKY in Dresden. 


ie Frage nach der Stabilität geschlossener Ringe ist bisher nur für ganz spezielle 
Fälle behandelt worden. 

Entweder betrachtete man nur die Verschiebung in der Ebene des Ringes '), 
oder man nahm an, daß die Torsionssteifigkeit des Ringes überhaupt keine Rolle spiele‘). 
Der erste Fall hat besondere praktische Bedeutung als erste Näherung bei der Beurteilung 
des Einbeulens von Gefäßen unter äußerem Druck '); der zweite Fall, das Ausknicken des 
Ringes aus seiner Ebene heraus, macht die Berücksichtigang der Torsionssteifigkeit 

!) Diese Messungen wurden von dem >»karthquak«e Investigatioa Committee of Japan«, insbe- 
sondere von Prof. Omori, dem derzeitigen Vorsitzenden des Komitees, vorgenommen. 


9 1 
-) Die Längenmaßeinheit ist Schaku m. 


l 
3) Die Länzeninaßeinheit ist engl. Fuß = - m. 
3,2 
') Dieser Wert ist nach der Methode von Nr. 3 verbessert, da dieser Schornstein die Gestalt 
eines parabolischen Kegelstumpfes hat. 
') R. Mayer, Über Elastizität und Stabilität des offenen und geschlossenen Kreisringes. 
Dissertation Karlsruhe 1912. Ss. 310—317. 


6) Stodola. Die Dampfturbinen. 4. Auflage Berlin 1910. 8.619 und 620. Ausknicken (les 
Kranzes von Turbinenrädern. 
‘) Eine genauere Berechnung findet sich in der Z. d. V. d. I. 1914, Bd. 58, S. 750-756: 


R. v. Miges, Der kritische Außendruck zylindrischer Rohre. 
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unbedingt erforderlich, wenn sich auch von praktischen Gesichtspunkten heraus die Nicht- | 
berücksichtigung der Torsion in ganz speziellen Fällen rechtfertigen lassen sollte?®). 


In den folgenden Zeilen behandeln wir das Problem eines Ringes mit kreisfürmiger \ 
Mittellinie, der längs dieser Mittellinie durch eine gleichmäßig verteilte, auch nach der 
Verzerrung auf den Ringmittelpunkt zu gerichtete Belastung zusammengedrückt wird. Eine 
derartige Beanspruchung tritt z.B. ein bei einem Rade mit sehr vielen und dünnen 
Speichen, wenn der Radkranz gegenüber den Speichen erwärmt wird. Bei Überschreitung 
einer gewissen kritischen Druckkraft tritt dann die sogenannte Achterbildung ein. 


Das lÜrgebnis unserer Untersuchungen ist ein Diagramm, aus dem sich für jedes 
Bierungssteifigkeit 


Verhältnis / — 


— die zugehörige Knicklast entnehmen läßt, Abb. 4. 
Torsionssteitligkeit 
Die in der technischen Literatur manchmal vertretene Annahme, daß die Kipp- ö 
und Knicksicherheit des gekrümmten Stabes von der des geraden bei gleicher Knicklänge £ 
nur unbedeutend abweicht, läßt sich theoretisch nicht rechtfertigen und dürfte eine ; 
bedenkliche Unterschätzung der Sicherheit dar- h 
stellen. 
Für die Knickgefahr ist es auch nicht 
einerlei, ob die Belastung in der Mittellinie des 
Ringes oder an seinem inneren oder äußeren 
Umfang angreift. Man überzeugt sich durch die 
bloße Anschauung, daß im ersten Fall die kriti- 
sche Last in der Mitte liegt zwischen den kritischen 
Lasten der beiden anderen l’älle. 
Zur Durchführung der Rechnung bedienen 
wir uns der Vektoralgebra, deren praktische 
Brauchbärkeit an diesem Problem besonders her- 
vortritt. In der Bezeichnung der Vektoren . 
schließen wir uns an die der Enzvklopädie an. 
Einheitsvektoren werden mit kleinen deutschen 
> Buchstaben bezeichnet, Akzente bei den Vektoren 
\bb. 1 beziehen sich auf einen angenommenen ver- 
zerrten Zustand der Ringmittellinie, bei den Ska- : 
laren bedeuten sie die Ordnung des Diiierentialquotienten nach VÖ, vergl. Abb. I. 3 
Ks seit die Tangente, ı\ı die 
Richtung der in der kingebene 
liegenden Hanptträgheitsachse des ,, 
(Juerschnitts, die Richtung der 
andern Hauptträgheitsachse nach 
einer sehr kleinen Deiormation der 
Ringmittellinie. Wir nehmen diese +d/ 
Deformation so klein an, daß die ER 
Ringmittellinie vor und nach der Nor ralde) 
/ Pads y=[Mw 
/ 
rd / / 
/ 
\hbh, 2 Abb. 5 2 
! In dem eben erschienenen Heft 11 der Zeitschrift »Der Eisenbaue, 12. Jahrgang 1921, 8. 289 % 
bis 246, veröffentlicht KR. Federhofer einen Aufsatz über die seitliche Knicksicherheit von zeschlossenen 
hreisringen, wobei aber die Wirkung der Torsion nicht zur Geltune kommt. Man erhält die von 
I" derhofer aufgestellte Differentialzeleichung für «das Querknicken aus unserer 4]. (5). wenn man dort 
setzt und «die Bezeichnungzsweise der Konstanten etwas ändert. (Zusatz während der Korrektur,) 
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Verzerrung auf demselben Zylinder liegend angenommen werden kann. Dann ändern 
sich die Momente, deren Vektor der Ringachse parallel ist, nur um unendlich kleine 
Größen von der zweiten Ordnung. 

Die Normalkräite im Ring bezeichen wir mit 7, die Scherkrälte mit |‘, die Bie- 
gungsmomente (Momentenvektor in radialer Richtung) mit M und die Drillingsmomente 
mit D. Den positiven Richtungen ordnen wir Rechtsschrauben zu. Im übrigen ist alles 
Erforderliche aus den Abb. I, 2, 3 ersichtlich. 

Ist a{ die Ordinate der elastischen Linie in der t-Richtung (Ringachse), y eine 
zunächst unbekannte Funktion von dem Stellungswinkel U und von derselben Größen- 
ordnung wie /, so können wir unter Vernachlässigung von kleinen Größen höherer als der 
ersten Ordnung setzen 


—+ gt 
d(£a) 

| 

— lin Vo 

Der bezogene Drillungswinkel wird en 

| 


dyg Ma \ 


Der bezogenene Biegewinkel wird wi 
ı 


(C Torsionssteifigkeit, ./ Trägheitsmoment um eine radial liegende Achse, E Ela- 
stizitätszahl, Schubelastizitätszahl.) 
Damit lesen wir aus \bb. 2 unter Beschränkung auf kleine Größen der ersten 


Ordnung und mit Vernachlässigung von Quadraten und Produkten der Größen V, M, D 
<,i (T ist endlich) ohne weiteres die Beziehung ab: 


EN de dı 

Setzen wir in diese Beziehung die Gl. (|) ein und berücksichtigen die Beziehungen 
| at At 
t, „0,80 erhalten wir die Vektorgleichung: 

ı 
d.h. 1) 


Das Endergebnis der Gl. (4) hätten wir auch aus der Anschauung allein finden können. 
3etrachten wir nämlich den Fall, daß das Glied {', welches von der gewöhnlichen 
Biegungslehre her schon verständlich ist, sowie die Größe [ verschwindet. y sei dagegen 
von 0 verschieden und habe einen konstanten Wert. Dann bilden die Hauptachsen, 
welche in die Richtungen von \ fallen, einen Kegelmantel und die Krümmung eines 
solehen Kegelmantels ist in der Tat gleich 4. Ganz analog ist die Ueberlegung für die 
zweite Gleichung in (4). Nehmen wir {© konstant an und =y' = 0, so haben wir eine 
Spirale und können das Horizontalbleiben der einen Hauptachse nur durch eine Ver- 
drehung erzielen. 


Die Gleichgewichtsbedingungen liefern uns nun zwei weitere Vektorgleichungen; 
die Summe aller Kräite wird nach Abb. 3: 


Diese Gleichgewichtsbedingung zibt nach Einsetzen der Beziehung (1) und aus 
multiplizieren | 
ni—ap—- T; +tfi-api + 


ap ) 
T=0 (5). 
ap(i+l")) 


Diese einfachen Beziehungen hätten wir freilich auch aus Abb. 3 ablesen können. 
Als Momentenpunkt wählen wir zweckmäßig den Mittelpunkt des Kreises, da dann 

die Kräfte \' keine Beiträge liefern. Wir erhalten, vergl. Abb. 3, 
— — 0 
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Mit Berücksichtigung der Gl. (5) hieraus 
M+ DY-+t kleine Größen höherer Ordnung! = 0, 


worals 


0=—-M+D\ 

Auch diese Beziehungen lassen sich mühelos direkt ablesen. Trotzdem dari man 
die Verwendung der Vektoralgebra nicht als etwas Ueberflüssiges ansehen. Die Bestim- 
mung der Größenordnung eines Einflusses nach bloßer Anschauung ist trügerisch, wäh- 
rend der geometrische Kalkul das Sortieren nach Größenordnungen automatisch vornimmt. 
Es ist kein Zufall, daß die »Ausdehnungslehre« dort besonders am Platze ist, wo die 
Ausdehnung nach einer Dimension sehr klein ist. 

Setzen wir die Dimensionsgrößen 


= ), = (, A= . . ( 
GC EJ Ge 
und eliminieren mit ihrer Hilfe und unter Benutzung der Gleichungen (2), (4), (5) und 
6) Y, M und D, so erhalten wir zwei Differentialgleichungen: 
=0. 

durch abermalige Elimination von [ bezw. y finden wir für ( und für 7 zwei Difierential- 
gleichungen sechster Ordnung. 

+ (w + 2, 0 —0 (5) 


Setzen wir die Lösung in der Form 


so erhalten wir für «© die Gleichung dritten Grades 
2 2 (—(®-+1) 


Die Lösung wird 
C=4Ac0os® +-Bsin® F cos Vo +109-+Gsin Vo 
A, B und C bestimmen die Gleichung einer ebenen Kurve und kommen daher 
nicht in Betracht, D gibt eine Spirale und verschwindet wegen des Zusammenhanges des 
Kreisringes, F und @ kommen allein für die Beurteilung der Stabilität in Frage. Die 


Konstanten können beliebig groß werden, wenn Vomti= 2, d.h. ou =3 oder 
’» 3EJ 
EJ a” 


wie für die Knickgefahr in der Ebene des Ringes selbst. 
Für den praktisch immer vorliegenden Fall eines endlichen / bleibt nichts übrig, 
als die Gl. (9) auf die Form 2’— pz— q=0 zu bringen. 
Dies erreichen wir durch die Transformation = 2—!; (® + 2). Dann wird 
+2 +30 —30?— 20° — 
Wie man sich überzeugt, ist ('/;p) > ("/ag)* für die in Betracht kommenden Werte 


von m und A, 
Man erhält daher mit der trigonometrischen Auflösung!), wenn 


2 +30 — 30" — 20° — 90°). 
+30 
die Wurzel 
(f! 


Die übrigen Wurzeln erhält man, indem man statt @ & 180 --9 setzt. Wie man 
sich jedoch überzeugen kann, ist es gleich, welche von den Wurzeln man im weiteren 


zugrunde legt, da der Winkel g eliminiert wird. 


Verel. etwa Hütte, Bd. IS. 53. 
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Da für die Knickgefahr V/ lx| = ?, so ergibt sich aus Gl. (11a) eine zweite Glei- 
chung für 
wAchze 
2 Vi | 
Gl. (11a) und (1!b) erhalten wir nach 5 
einigen Vereinfachungen — die mit ®° | 
und ®° behafteten Ausdrücke heben sich 2 
dabei weg die einfache Knickiormel 
12 
4 +/ 70 
d.h. der kritische Druck im Ring wird 
12 EJ 
(12). 
4+ÄA A-0 
Den Verlauf der Werte veranschau- 
licht die in Abb. 4 gegebene Darstellung 


der Kurve w = I Beachtenswert ist der rapide Abfall der Kippsicherheit, sobald / 


oder 


= apı = 20 AAchse 


normale wirklich vorkommende Werte annimmt. Der Ring wird also wohl kaum in seiner 
Ebene knicken, sondern immer zuerst auskippen. dl 


Über Umsteuerungen. 
Eine zeichnerische Getriebestudie von W. JUNG in Görlitz. 


u den umsteuerbaren Kraftmaschinen gehören zunächst alle Antriebe für Schiffe und 

Lokomotiven. Eine wichtige Sonderstellung nehmen die Antriebe der Förder- und 

Umkehrwalzenzugmaschinen insofern ein, als sie nicht wie jene eine bestimmte 
normale Drehrichtung auiweisen und die entgegengesetzte nur zu Manövrierzwecken 
bezw. im Falle der Gefahr gebrauchen. Umkehrwalzenzugmaschinen verdienen da- 
bei noch deshalb unser besonderes Interesse, weil sie in wenigen Sekunden vom Still- 
stand auf eine höchste Umdrehungszahl bis zu 180 in der Minute kommen müssen. Die 
vorliegende Studie, der zum Teil, und zwar in gedrängter Darstellung, eine von der 
Technischen Hochschule in Aachen im Jahre 1913 genehmigte Dissertation zugrunde 
liegt, wendet sich der getrieblichen und dynamischen Betrachtung von Teilen zu, die zur 
hegelung der Kraftmittel-Strömung dienen, unter Ausschaltung der bekannten Triebwerks- 
teile selbst. Dabei möge im ersten Abschnitt eine rein getriebliche Auflösung verschie- 
dener Umsteuerungsarten besprochen, sodann im zweiten auf die bei Walzenzugmaschinen 
bevorzugte Stephenson-Steuerung näher eingegangen werden, die, obwohl zu den 
ältesten Umsteuerungen gehörend, bisher doch nur eine geringe Beachtung gefunden hat. 
Dies ist ein Mangel, auf den in der »Eisenbahntechnik der Gegenwart«') mit den Worten 
hingewiesen wird: »Für die Umsteuerungen mit zwei Exzentern sind Untersuchungen 
noch nicht veröffentlicht; sie sind hier noch schwieriger, weil die Verfahren der Be- 
wegungslehre zur Bestimmung der Beschleunigungen verwickelter sind«. Der letzte Ab- 
schnitt soll kurz eine neuere Umsteuerung amerikanischer Bauart behandeln’). 


1. Uebersicht der Umsteuergetriebe. Die ältesten Umsteuerungsgetriebe sind 
die Konstruktionen von Stephenson, Allan, Gooch und Fink, auf deren bekannten 
konstruktiven Aufbau nicht eingegangen wird. Es soll hier zunächst nur eine kurze 
Auflösung von Getrieben vorgenommen werden, derart, daß man ihre Grundelemente 
übersehen und ihre Zwangläufigkeit direkt aus der Anschauung heraus beurteilen kann. 

!) Eisenbahntechnik der Gegenwart, herausgegeben von Blum, v. Borries und Barkhausen. 
Abteilug 1: Eisenbahnmaschinenwesen, 1. Teil: Die Lokomotiven, 3. Aufl. 1912, S. 516. 

") Bezüglich der Untersuchurg des getrieblichen Problems bei der alten Pius-Fink-$teuerang, 
sowie der des Ruderrades bei Schiffen möge als Ergänzung vorliegenden Berichts auf die »Zeitschrift 
für gewerblichen Unterricht«, Nr. 37 vom Jahre 1915 bezw. Nr. 6 vom Jahre 1917 verwiesen werden. 
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Der Mechanismus von Stephenson, der nach 
her unten noch ausführlicher behandelt wird, stellt 
ER 7 ja sich in seiner Grundiorm nach Abb. ı als ein aus 


TH sechs (rliedern bestehendes Getriebe dar, das einen 


Sonderfall der Vierzylinderkette bildet, insofern der 
7\% Anschluß der Glieder 3 und 4 nicht durch ein 

26 reelles, sondern ein imaginäres Gelenk J erfolgt. 

7. ,? Der geradlinige Schieberantrieb wird durch die Fr- 

7 weiterung mit Hilfe der beiden Glieder 7 und S„ 

Abb. 1 bewirkt, von denen das erstere der Krümmung der 
Kulisse 5 entspricht, welche durch 7 ersetzt wird. 


Die Bahn des Punktes /) gehört dabei zur Klasse der Noppelkurven. 


Abb. 2 zeigt die Bauart von Gooch, bei der der Gelenkpunkt E nicht direkt mit 
dem unendlich langen (rliede S„ verbunden ist, sondern zu seiner Führung dreier andern 
Glieder $S,, 9 und 10 bedarf. Bei beiden Konstruktionen stellt die Relativbewegung 

des Gliedes 7 um D das soge- 

pP; nannte »Springen des Steins« dar. 

| Die Bauart von Allan ist insofern 
nur ein Sonderiall derjenigen von 

(ooch, als auf dem Gliede >» der 


| [E \H Drehpunkt /) des unendlich langen 
520 Gliedes 7 ins Unendliche gerückt 
Zt 2 ist. Denn die gleichzeitige Be- 
i | Br wegung von 5 und 7 bei Allan 


' kommt in getrieblicher Hinsicht 
= nieht in Betracht, ebenso wenig 
wie das Bewegen von 5 allein bei 
Ä Stephenson, sobald es sich um 

Abh. ? eine bestimmte Einstellung von 5 

durch & handelt. Aus der zu- 

sammenfassenden Abb. 3, die alle drei Bauarten in sich vereinigt, geht die relative Ein- 
fachheit der Konstruktion von Stephenson und somit der Bahn des Punktes % hervor, 
insofern die zusätzlichen Glieder der beiden andern bBauarten, einschließlich des 
(liedes 8’ durch gestrichelte Linien angegeben sind. Ein achtgliedriges Getriebe ist auch 
die Fink- Steuerung in Abb. 4, bei der das imaginäre 

Gelenk zwischen ?2 und 5 durch ein reelles ersetzt 


} Fr und dafür an die einfache Vierzylinderkette die da- 
IR A! ! von abhängige 9-10-8, angeschlossen ist, wie in 
Abb. 3. 
9 g’ Die neuere, im Lokomotivbau sehr gebräuch- 
liche Heusinger-Walschaert-Steuerung enthält 
| zwölf Glieder, wobei aber die Glieder 4 und 6,, die 
Lenkstange und Gradführung vorstellen, nach Abb. 5 
Ahb. 3 nicht zur Steuerung gerechnet werden dürfen, wo- 
durch sich die Gliederzahl des Getriebes auf zehn 
4 ermäßigt. Seine Zwangläufigkeit ist daraus ersichtlich, daß, wenn 
| man 10 und 11 zu 11a vereinigt denkt, die Vierzylinderkettten 
g 1-2-3-5, 1-2-46 und 1:-8-11a-9 nur durch 7 und nicht noch durch 
A007, 12 verbunden werden dürften. 
Die namentlich bei Schiffsmaschinen gebräuchlichen Steue- 
Tn..20 rungen der Klug-Gruppe bieten getrieblich nichts Neues, dafür 
sollen noch zwei der neuesten Zeit angehörende I,okomotivsteue- 
g 8. rungen betrachtet werden, bezüglich deren Konstruktion auf 


Band I der Eisenbahntechnik der Gegenwart ') verwiesen wird. 

; Das Getriebe von Klose enthält, wie Abb. 6 zeigt, acht zur 

Ahhb. 4 Steuerung selbst gehörende Glieder und seine Zwangläulig- 

keit geht daraus hervor, daß die Aufhebung des imaginären 

Gelenkes zwischen 7 und 4 nur den Anschluß von 9 und 10,, nicht aber von 8 gestatten 
würde. Die größte Gliederzahl vierzehn bezw. zwölf, weist aber das Getriebe von 


a.a. Fußnote I, S. und 486 
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Baker-Pilliod nach Abb. 7 auf, bei dem die Vereinigung 7 r4 
von 7 und S zu einem Gliede die ersten acht Glieder und A | 
somit auch alle übrigen zu einem starren Fachwerk I u 
machen würde. Trotz der vielen Gelenke hat sie sich in 
Amerika technisch bewährt; bei häufigem Wechsel der SEN N, 
Drehrichtung muß die Brauchbarkeit fraglich erscheinen 2 En 
im Hinblick auf die in diesem Sinne bei Gooch und _ 
Allan gemachten Erfahrungen. Weiter unten soll diese 2 | Ri 
amerikanische Steuerung etwas näher betrachtet werden. Zu 
2. Geschwindigkeitsverhältnisse der Stephen- > 
son-Steuerung. Sie ist die älteste aller bekannten Um- / 
steuerungsarten, wurde bis in die neueste Zeit in ihrem 4 
Geburtslande und in Amerika auch bei Lokomotiven aus- RR 
schließlich gebraucht und ist bei rauhem Betrieb und häufig sus 
wechselnder Drehrichtung allen andern Bauarten über- 
legen. Ihre geringe Glieder- und Gelenkzahl befähigt sie hier- g 
zu in hohem Maße, während die ibr in diesem Sinne gleich- | 
wertige Fink- Steuerung aus technischen Gründen keine solche 2 72, 
Verbreitung gefunden hat. In Abb. 8 ist das Glied 6, die so- E- 4 
genannte Stelze, unendlich lang angenommen, was einer hori- 
zontalen, geradlinigen Bewegung des Mittelpunktes entspricht, 
die in aller Strenge auch leicht konstruktiv zu erreichen ist. y 
Mit den Bezeichnungen der Figur lassen sich dann die Bahnen 7 
der Endpunkte A und B, sowie ihre Geschwindigkeiten in Ab- 
hängigkeit von v, der Exzentergeschwindigkeit, rechnerisch be- - 
stimmen, die Zeuner ') bei seinen bekannten Untersuchungen Abb. 6 
nicht berührt, zumal seine Rechnungen sich richt auf dvaami- 
sche Verhältnisse erstrecken. Es gelten vier Gleichungen: 
- Ir + + y . . 
ferner mit 
(yı 
wo sin y_ 
ist | | 
73 7 9) 
% 
hi. 
| 
| 
A? 
1 
7 7 
Abh. 7 Abb. 8 
4 Hierbei werden + x nach rechts, + yı nach oben, + y» nach unten gerechnet 
i und es mußten der negativ nach rechts bezw. unten von Achsenmitte aus zu zählenden 


'!) Vergl. Zeuner, Schfebersteuerungen. Leipzir S. 78 
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Funktionen wegen, die mit 9 behafteten Glieder mit Vorzeichenwechsel versehen werden, 
um positive Wege zu erhalten. Die Bahngleiehungen von A und B erhält man, wenn 
Gl. (1) und (2) einander gleich gesetzt und x; und yı bezw. x, und y» daraus mit Hilfe 


der beiden andern eliminiert werden, Setzt man im weiteren Verlaufe: 


+ e” + elı elın 
— 4 (aıYı 
und 
= (aıyı), 
ferner e 
2, — 1! 2, 
t 
und 
| N l l l 


— 4yı —= n(ırı yı), 

so wird die Bahngleichung des Punkes B: | 

— r(1— cos«)}?’ + ıy(aı yı) + yı) + rsine;, 

Sie ist vom sechsten Grade und gehört zu den Koppelkurven. Greift das unend- 
lich Jange Glied 6 nicht in €’, sondern in A an, so wird die Bahngleichung von B vom 
vierten Grade, dafür aber das Schwanken und Schieistellen des Gliedes 5 um so größer. 
Man kann nun aus den obigen vier Gleichungen die Geschwindigkeit v, eines Punktes 


der Bahn von B in Abhängigkeit von v=ı ermitteln, wenn sie nach der Zeit difie- 


dt 


renziert werden. So gewinnt man die vier Diiferentiale der Koordinaten von A und B. 


Das Endergebnis der Umformungen lautet für dy:;: 


N 


wobei bezeichnen: 
Z= !sin (@ +9) —r+r cos (a +9)| — r-+r cos + r+reose) 


cos (2 4+9)— sin @ (ya + rsin @) cos «| cı )|} — — 2elyı + yr)|. 
. / 
N 4elyı — r+reos(@ +9 )||& — r+rcos«| —2 +rsin(«-+q) 
2e(yıt + r sin —r + rcos(e + p)| + 2e(yı + 


Ermittelt man noch ähnlich ‚soist = + ) und ihre Richtung 


dt at dt 
dyı 
mit den Horizontalen ist durch tg — gegeben. Die Bestimmung von v, gestaltete 
da > 
da! 


sich analog und diejenige des Punktes E dadurch, daß bei der Unveränderlichkeit der 
Seitengeschwindigkeiten von A und 3 in den Richtungen AE bezw. BE die Lote auf 
ihren Endpunkten nach ihrem Antragen in # den Wert bestimmten, der sich darauf’durch 
Winkelfunktionen festlegen ließe. Die horizontale Schiebergeschwindigkeit für den Punkt 
/! wäre dann die Resultierende aus obiger und der tangentialen Sprunggeschwindigkeit 
(s. unten Abb. 10). Wenn man somit auch die Möglichkeit einer rein rechnerischen Be- 
handlung einsieht, so wird ihr mühsames Verfahren doch weit besser durch eine anschau- 
lichere und übersichtlichere zeichnerische Behandlung ersetzt. 

Burmester hat in seinem Werke über Kinematik') die Polbestimmung des sechs- 
eliedrigen Getriebes ausgeführt; die des achtgliedrigen, das 2» Pole enthält, kann leicht 
mit Hilfe des bekannten Satzes der drei Pole erfolgen, wovon in Abb. 9) und 10, soweit 
die Pole erforderlich sind, (Gebrauch gemacht ist. Eine Geschwindigkeitsermittlung ist 


l,,. Burmester, Lehrbueh der Kinematik, Leipzig 1888, S. 483. 
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Jung, Uber Umsteuerunger 


bei Burmester a.a. ©. in Fig. 484 allein für den Schieber als Punkt von 5 vorgenommen, 
sie weicht zudem von den in Abb 9 dargestellten Konstruktionen ab. Hier sind von v 
ausgehend ”, bezw. oz einmal mit Hilfe der Pole 1,3 und 1,4 und dann mittelst vo + ® 
und der relativen Geschwindigkeit »v,. ı bezw. v,,» ermittelt, alsdann ist ». durch den für 
Glied 5 gleichbleibenden Winkel 

bestimmt, der zugleich eine Kon- 

trolle gestattet. Schleifende oder 
nicht erreichbare Schnitte für 1,5 .L, 

und 2,5 können leicht durch eine 
Proportionalreehnung mit Hilfe 
zweier Parallelen richtig gestellt 
werden. Zwei weitere Kontrollen 
für und vz und somit für jeden 

Punkt von 5 liefern erstens die in ® 

den Richtungen AC und RC gleich- NM 
digkeiten (ebenso wie »; für und | | 
und zweitens die lotrecht ge- 

Enden eine mit 5 ähnlliche Figur 
auf den Polstrahlen bilden müssen, 
wobei ein strahlenförmiger Propor- 
tionalriß von 5,7 aus, auf Paus- 
papier aufgetragen, gute Dienste 
leistet. Das Heben und Senken . 
von 5 durch 6 und 9% verwandelt 
den festen Pol 1,6 in die beweg- 
liche Polbahn 6,9 unter Annahme 
einer Umiangsgeschwindigkeit 
welcher dann für A, B und ( die 

zusätzlichen Geschwindigkeiten v4, und entsprechen, deren lotrecht gedrehte kich- 
tungen nach dem Pole 2,5 hinweisen, der jetzt in 1,5 übergeht, wenn v = 0 ist. Ist aber 
v 0, so wird in das neue, nun nicht mehr zwangläufige Getriebe eben durch Einleitung 
von Bewegung an zwei Stellen der Zwanglauf wieder hergestellt und man sieht, daß z. B. 
für A der relative Wert v',. ı in v,. 4 und ®, in , als resultierende Geschwindigkeit über- 
geht, iür welche dann (1,5)” als Pol gilt. Ein Angriff von 6 in A oder B bringt, wie 
sich leicht ergibt, ungünstigere Verhältnisse bezüglich der Geschwindigkeitsgrößen unter- 
einander hervor und ist demnach nicht ratsam, namentlich dann nicht, wenn beide Dreh- 
richtungen gleich zu bewerten sind Die Steinmitte S hat gleichzeitig als Punkt von 5 
angesehen nach Abb. 10 die Geschwindigkeit vs, rela'iv zu 5 aber eine Sprunggeschwin- 
digkeit vos senkrecht zu S 5,7 gerichtet, 
während die wahre horizontale Steinge- 


schwindigkeit vs ist. Mit den Angaben u 
der Figur ist demnach auch = 015 — 57 
Tatsache, daß der Pol der resultierenden SI, 
Drehbewegung die Strecke zwischen den =. 
beiden andern Polen äußerlich im umge- 
kehrten Verhältnis der beiden andern Winkel- 
geschwindigkeiten teilt. Damit ist die Ge- % a 
schwindigkeitsuntersuchung des Getriebes 
beendet 


3. Die Beschleunigungen bei der Stepkenson-Steuerung. Die jetzt vor- 
zunehmende Ermittlung der Beschleunigungen soll mit Rücksicht auf die oben schon 
erkannte Umständlichkeit des rechnerischen Weges nur eine zeichnerische sein, wobei 
zunächst » = konst. für die Achse gelten soll. Burmester betrachtet hierfür in seiner 
Fig. 812 das sechsgliedrige, auf 3 gestellte Getriebe, bezeichnet aber die Untersuchung 
für den vorliegenden Fall als »sehr schwierig und für die Ausführung zu umständlich.« 
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Zur Lösung der Aufgabe ist zunächst in Abb. II mit der konstanten zentripetalen 
Beschleunigung p = r"°, dem Antragen von p, = p in A, sowie von p, , I 3 und durch 


Ziehen von I, senkrecht zu 3 ein geometrischer Ort für den Endpunkt des gesuchten 
Wertes geiunden. Eine gleiche, sinngemäße 

e Konstruktion gilt für /z als Ort von 93. Der 

12% i Ort Le ist einfach eine Normale zu 6 im Ab- 

stande p, ,„ von € nach 1,6 zu. Alle drei Oerter 

ri Wr sind in Abb. 12 eingetragen und es ist dann 
ii Y analog Abb. 11 der normale Beschleunigungswert 

der relativen Bewegung von B gegen A 
ermittelt. Hierauf sind AA, bezw. A4, willkür- 

L, lich gezogen als zwei vorläufig angenommene 
Ahb, 11 Werte von p4; BAı bezw. BA; sind ihnen gleich- 
gemacht, worauf die in Aı' und A,’ nach Richtung 

und Größe angetragenen p, , die Verter / und // und diese die Punkte B, und B, auf L; 


bestimmen. Jetzt sind A,Bı Ch und „ABC gemacht, worauf (,C, auf den 
gesuchten Endpunkt ©; für pc ausschneidet. Wird dann noch A; B;C; „— ABC gemacht, so 
sind auch p. und pz gefunden, insofern die drei Endpunkte 4;, B, und (C, eine zu ABU 
ähnliche .\bbildung bilden müssen. Dabei muß noch A; A, :Aı I; = = By Bı:Bı B; 
sein, was die Konstruktion erleichtert. Zieht man nun noch in B, die Strecke DB; G 
—= pa" pa, 50 bildet «B mit APR den bekannten Richtungswinkel, den die Beschleuni- 
gungen aller Punkte von 5 mit den zum Beschleunigungszentrum AR gehenden Strahlen 
bilden. Der Beweis hierfür läßt sich leicht an Hand der ähnlichen Dreiecke RAP und 
B,GPB führen, wenn man noch p« und pz zum Schnitt gebracht denkt. 

Man kann jetzt auch die Krümmungsradien 


u der Punktbahnen von A und B, deren rechnerische 
6" Ermittlung nur schwer durchführbar sein dürfte, 


leicht ermttteln. Bildet man nämlich in Abb. 13 
die Projektion p. auf dem von A nach 1,5 
gehenden Strahl, so ist p.' die Normalbeschleuni- 
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gung von A und somit in 0 mittels ©. der Krümmungsmittelpunkt zu finden. Die 
Abbildung enthält noch die bekannten Bresseschen Kreise, wobei zunächst die 
Geschwindigkeit ermittelt ist, mit der der Pol 1,5 auf der Polbahn fortschreitet. 
Sie folgt aus den Werten ”. und w,, wenn durch ihre Endpunkte // und / zu 
den bezüglichen Polstrahlen parallel gezogen werden. Dabei kann die Richtung der 
Polbahntangente 7’ leicht durch ihre Normale N bei schleifendem Schnitt von / und // 
korrigiert werden, insofern \ mit 1,5 # den Richtungswinkel bildet. Jetzt schneidet das 
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Lot I// in ZI auf 1,5 # die Durchmesserbegrenzungen von Wende- und Wechselkreis auf 
N und 7 aus. Für die Beschleunigung y der Steinmitte ist nach Abb. 14 eine gewisse 
Richtung / vorgeschrieben; man findet ihren Wert als Resultierende dreier Seitenwerte, 
nämlich der Beschleunigung des mit S zusammenfallenden Punktes von 5:p,-, der aus 


px. und p\.. bestehenden Beschleunigung der relativen Bewegung infolge von »,’ und 
der ('oriolisbeschleunigung = ?2v,.0,,— 2v,. deren Richtung // dem Sinne von 
©, , entspricht und senkrecht zur Relativbahn steht. Der hier nach rechts gerichtete 
Wert von ps weist auf eine Verzögerung der Steinmitte hin. Die Ermittlung der Be- 
schleunigung des ganzen Steins, der wieder ein für sich bewegtes System bildet, kann 
hiernach leicht vorgenommen werden. Nennt man in Gedanken 1 und 2 die äußersten 
Punkte des zu N symmetrischen Steins, so können, da v,. = konst. ist, leicht », und v®., 
lotrecht zu den nach 1,7 gehenden Strahlen ermittelt und auch die beiden gleichen Re- 


lativgeschwindigkeiten v, in bezug auf bestimmt 
werden. Die Werte von v, ergeben dann wieder ent- 


sprechend dem Vorgange der Abb. ıl für I und 2 _— 
geometrische (erter, auf denen pı und p, liegen 
müssen, deren Endpunkte mit dem Endpunkt vonps ,. a‘ 
ein zu ähnliches Dreieck bilden. Der Angrii 
von 6 in B oder A bietet nunmehr für die Ermittlung % - Bund 
der Beschleunigungen keine Schwierigkeit, jedoch U 
gilt das oben dazu Gesagte hier noch in erhöhtem 
Maße. Auch der Einfluß der in Abb. 9 behandelten Pr 
E zusätzlichen Bewegung von $ ist unschwer zu ver- Abb. 14 
3 folgen, wenn ein dem Werte v entsprechender Wert ,v 
„* nach Abb. 11 den (rt Z. liefert, während /,, und L, mit Rücksicht auf die veränderten 
Relativgeschwindigkeiten und zu verzeichnen sind. Läßt man nunmehr die 
Bedingung ® = konst. fallen, d. h. betrachtet man das Anfahren bezw. \nhalten, so ist 
7 statt = rw? mit der bekannten Bezeichnung ©: p=rVw'-+.? zu setzen, wobei noch 
eine Annahme bezüglich des Verlaufes von w zu machen ist. \immt man für eine Än- 
fahrzeit t..x ein von 0 auf @,„.x parabolisch wachsendes » mit wagerechter Scheiteltan- 
gente für @,.. an, d.h. ein von &,.. geradlinig auf Null abfallendes ©, so wird mit 


t 2 t 
tınax 


fınax tınax“” max“ tınax 


dp 
—= (0 für = fax und 


dt 


und zwar ist fi der Maximal- und /, der Minimalwert. Danach würde die größte totale 
mit der größten zentripetalen Beschleunigung zusammenfallen. In einer zweiten An- 
nahme kann & von Null proportional veränderlich mit einem &n., zur Zeit "3 Au. gewählt 
werden, entsprechend einer aus zwei parabolischen Zweigen bestehenden Kurve für o, 
mit Wendepunkt für &..x. Es bleiben jedoch, wie Untersuchungen an Zahlenwerten gezeigt 
haben, die für 5 maßgebenden Beschleunigungen hiernach immer noch unter den in der 
t ersten Annahme ermittelten. Die Prüfung der Beschleunigungen des Getriebes ist damit 
I; erschöpft. Sie liefert die Grundlage zur Ermittlung der Massenkräfte, die nach dem 
Prinzip von d Alembert angebracht werden, wodurch man in den Stand gesetzt ist, die 
ihnen entgegenwirkenden Drehkräfte an der Achse und auch die Belastungen zu be- 
stimmen, welche die Gelenkpunkte erfahren. Der Ersatz der Gliedermassen durch Massen- 
punkte ist nicht erforderlich, wenn man (die als Stangen zu behandelnden Glieder in eine 
genügende Anzahl von Teilen einteilt und so mit Kräfte- und Seilpolygon die Trägheits- 
kräfte »7« (allgemeine Bezeichnung) bestimmt, was auch gerade für nicht gleichmäßig 
mit Masse belegte Stangen die beste zeichnerische Behandlung gestattet. Bei den Ex- 
zenterstangen 3 und 4 sind die so bestimmten Trägheitskräfte mit den nach AC bezw. 
BC wirkenden Gegendrücken »S« und einer in 2,3 bezw. 2,4 wirkenden Kraft »P« im 
Gleichgewicht, die tangential und normal zu zerlegen ist. Bei der Kulisse 5 ist »7’« mit 


Es wird aber 


- 
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der Resultierenden der in C entgegenwirkenden »S -Kräfte zu vereinigen und diese Kraft 
ist dann mit einer durch 2,5 gehenden P«-Krait und einer in der Richtung von 6 wir- 
kenden 'S«-Krait ins Gleichgewicht zu setzen, worauf »P« nach 3 und 4 bezw. tangential 
und normal zu zerlegen ist. Sinngemäß ist für die Stelze 6 zu verialıren, für die, da 
sie sich um 1,6 dreht, 7% = '/s mpc im Abstande */; der Länge von 6 von 1,6 aus angreift. 
Den größten Einfluß äußert die im Punkte S angreifende, horizontal bewegte Schieber- 
masse, deren normal zu 5 stehende Seitenkraft nach 2,3 und 2,4 zu leiten ist. Auf Rei- 
bungswiderstände und ihre Berücksichtieung, ebenso auf die vollständige exakte Durelı- 
führung eines bestimmten Beispiels einzugehen, verbietet der Zweck dieser Zeilen, weshalb 
hierfür und auch betr. technischer Einzelheiten auf die im Eingang erwähnte Schrift 
verwiesen werden möge. 


4, Die Steuerung von Baker-Pilliod. Die in Abb. 7 schon schematisch dar- 
vestellte Bauart möge in aller Kürze noch etwas näher betrachtet werden, zumal sie aui 


Abh. 15 


die im vorigen Abschnitte behandelte älteste Umsteuerung zurzeit als jüngste dem histo- 
rischen Abschlusse entspricht. Sie ergibt trotz der gerügten Mängel gute Dampfvertei- 
[lung auch bei raschem (Gange und wird durch die Federung der Achse wenig beeinflußt. 
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Abb. 15 zeigt schematisch den konstruktiven Aufbau ihres vierzehngliederigen Getriebes, 
welches mithin 91 Pole aufweist, von denen aber die Abbildung nur 23 enthält, darunter 
alle diejenigen, welche die beweglichen Glieder zum festen Gestell | haben. Die Reihen- 
folge ihrer Ermittlung war folgende: 

1,2; 1,5; 1,12; 1,105 1,14; 1,6; 1,4; 1,35 1,75 1,8; 1,9; 1,13; 1,11. 

Sie können zur Konstruktion der Geschwindigkeiten dienen, die jedoch von »,, 
ausgehend, auch direkt zu finden sind, wie Abb. 16 angibt, die, nach den Grundlagen 
des vorigen Abschnittes gezeichnet, sofort ohne Erklärung verständlich sein dürfte. Dabei 
ergibt beispielsweise die lotrechte Richtung von »,, die Kontrolle für .den Polstrahl 
1,7—7,8— 1,5 der vorigen Abbildung. 

Auch die in Abb. 17 durchgeführte Ermittlung der Beschleunigungen, ausgehend 
von dem zentripetalen Werte p,,, bietet keinerlei Schwierigkeiten, da ihre Endpunkte 


stets durch den Schnitt zweier geometrischer Oerter bestimmt sind. Was die » 7'«-Kräfte 


Alb. 17 


und die ihnen an der Achse entsprechenden Gegenkrälte, sowie die dadurch bestimmten 
Gelenkdrücke angeht, so wären zu ihrer, hier aber gleichfalls nicht konstruktiv durch- 
geführten Ermittlung, folgende Ueberlegungen anzustellen. Das Festhalten von 2 ver- 
wandelt das Getriebe in ein Fachwerk, für welches die  7T« Kräfte nach 2,4 bezw. 2,8 
zu reduzieren sind. Man beginnt zweckmäßig im 7, und wendet alsdann stets, so hier 
für die Richtung von 6 und Punkt 2,4 den Satz der drei Kräfte an, worauf! bei 2,4 tan- 
eentiale und normale Zerlegung des hier wirkenden Gegendrucks vorzunehmen ist. Für 
T;, gilt die Richtung 1,5 — 3,5 und Punkt 3,6, dessen nach 4,6 verlegter Gegendruck die 
Biegung des Ansatzes von 6, sowie die nach 4 und 6 fallenden Seitenkräfte bestimmt, 
von denen die erstere wieder tangential und normal zu zerlegen ist. Für 7; gilt die 
Richtung von 3 und Punkt 1,5, die Kraftgröße der ersteren ist wieder nach 4 und & zu 
zerlegen. Für 77 gilt die Riehtung von S und Punkt 5,7, dessen Gegendruck aut 1,5 
und 3,5 zu verteilen ist, von denen der letztere Teilbetrag in die Richtung von 3 fällt 
und dort nach 4 und 6 weiter zu leiten ist. Für 7% gilt die Richtung von 7 und Punkt 2,5, 
die Kraftgröße der ersteren ist auf 1,5 und die Richtung von 3 mit Weiterleitung nach 1 
und 6 zu verteilen Für 7%, gilt bezüglich der Richtung von 10 und Punkt 7,8 sinn- 
gemäß dasselbe, wenn der in 7,5 wirkende Gegendruck nach den Richtungen von 7 und 
5 zerlegt wird; ebenso für 70 mit Punkt 1,10 und der nach 7 und 8 zerfallenden Rich- 
tung von 9. Für 71: gilt die Richtung 1,12 — 11,12 und Punkt 9,!1; die am Punkt wir- 
kende Kraft ist nach der Richtung von 10 und Punkt 7,8 zu leiten. Daran anschließend 


i ist 7a für Punkt 1,12 zu behandeln. Die Richtung von 11 ist nach der Richtung von 
10 und Punkt 7,8 zu zerlegen. 7;; wird in der Richtung von 14 und am Punkt 12,13 


aufgenommen, an letzterem nach 1,12 und der Richtung von 11 mit Verteilung nach der 
Richtung von 10 und Punkt 7,8 weiter geleitei. Die » 7'«-Kraft des Schiebers in 13,14 
wirkt nach 1,14 hin und in der Richtunz von 13, die wieder in der Richtung von II 
mit Hilfe von Punkt 1,12 weiterzuleiten und nach 10 und 7,8 zu verteilen ist. Sie dürfte 
wahrscheinlich numerisch den Haupibetrag der » T’«-Kräfte ausmaehen, namentlich bei 
nicht entlastetem Schieber. 70 
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Über die graphische 
Integration von Differentialgleichungen erster Ordnung. 
Von G. DOETSCH in Hannover. 


ur graphischen Integration von Diiferentialgleichungen 2. Ordnung hat 
E. Meißner!) ein Verfahren angegeben, bei dem die Lösung nicht wie gewöhnlich 
als Kurve in einem rechtwinkligen Koordinatensystem, sondern als »Liniendiagramm« 
(Erklärung s. u.) konstruiert wird. Um eine Differentialgleichung 1. Ordnung zu 
integrieren, verwandelt Meißner sie zunächst durch Differentiation in eine Diferential- 
gleichung 2. Ordnung, was aber unausführbar oder zum mindesten umständlich und un- 
genau wird, subald die Differentialgleichung nicht in anaiytischer Form, sondern durch 
Tabellierurg oder graphische Darstellung gegeben ist. 
Im Folgenden wird nun ein Verfahren entwickelt, das die Diferentialgleichung 
I. Ordnung auf direktem Wege durch ein Liniendiagramm graphisch integriert und bei 
dem die Difierentialgleichung, ähnlich wie bei der Rungeschen Methode der Isoklinen, 
vollkommen in ein rein graphisches Problem übersetzt erscheint. 


1. Das Liniendiagramm. Die Gleichung einer Geraden der $ „-Ebene lautet in 

der Hesseschen Normalform: 

—y=(, 
wo y das Lot vom Nullpunkt auf die Gerade, = der Winkel desselben gegen die positive 
E- Achse ist. 

Setzt man y als Funktion von & an: y=y(x), so erhält man zu jedem x eine 
bestimmte Gerade. ‚Jedes Wertsystem (xz,,y) erscheint also dargestellt durch eine Gerade, 
der ganze Funktionsverlauf durch eine Geradenschar. die ihrerseits durch ihre Ein- 
hüllende C repräsentiert gedacht werden kann. Damit ist die Funktion y=y (x) durch 
ein »Liniendiagramm« (C dargestellt, dessen Gleichung durch Elimination von x aus 
der Gleichung der Geradenschar und deren Ableitung nach x erhalten wird: 

ga)=—Esine ... 0.0.0.0). 

h Die durch Gl. (2) dargestellte Gerade steht auf der durch (1) dargestellten senk- 
recht. Da außerdem der Schnittpunkt der beiden Geraden den Berührungspunrkt der 
Geraden (1) mit der Finhüllenden © liefern soll, so ist die Gerade (2) die Normale von €. 

Die (resamtheit der Geraden (2 

ky, repräsentiert die Funktion y (x) (das l.ot 
vom Nullpunkt auf die Gerade (2) hat 

die Länge y’ (x) und bildet mit der posi- 


tiven &-Achse den Winkel c + ihre 


Einhüllende C ist also das Liniendia- 
gramm von (x). Als Normalen von € 
hüllen die Geraden (2) aber die Evolute 
von C ein. Mitbin erscheinen die Funk- 
tionen y(x) und y' (x) repräsentiert durch 
zwei Liniendiagramme C und C', die zu- 
einander in dem Verhältnis von Evol- 
vente und Evolute stehen; y(x) und 
y (x) haben die geometrische Bedeutung, 
daß sie die Abstände der dem Para- 
meter x entsprechenden Tangente und 
\bb 1 Normale des Liniendiagramms C vom 
Nullpunkt darstellen. 


2. Die Integration. Es sei nun die Differentialgleichung 1. Ordnung 


| mit der Anfangsbedingung y (,) — yo gegeben. Die letztere bestimmt die Anfangsgerade 


Y 


, E Meißner. Ueber graphische Integration von totalen Differentialgleichungen. Schweizer 


Bauzeitung 6? (1913, S 199 hie 203: 221 bis 274 
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608% + — Yo 0') der Geradenschar, die die gesuchte Funktion y (x) reprä- 
sentieren soll. Um auf ihr den Berührungspunkt ?, mit der Einhüllenden C zu bestimmen, 
könnte man die Normale — sin + 7) — y’ (20) = 0 zeichnen, wozu man aus 
der Difierentialgleichung zu berechnen hätte. Für die weitere Konstruktion praktischer 
ist aber folgendes Verfahren, das mit dem Rungeschen vermittels Isoklinen große Aehn- 
lichkeit besitzt: 

Man zeichne auf transparenteın Papier in einem rechtwinkligen y,'-Svstem die Schar 
der Kurven 

Feoyy)=0 
für eine Reihe von Parameterwerten c in der Nähe des Wertes = %. Eine solche Kurve 
wollen wir eine Isogone nennen, weil sie die Wertepaare y, y' darstellt, die vermöge 
der Differentialgleichung zu demselben Winkel = gehören. 

Nachdem die Gerade go konstruiert ist, legt man das transparente Papier so über 
die Zeichnung, daß sich seine y-Achse mit dem Lote OF) von O auf g, sein Nullpunkt 
mit O0 deckt, und bestimmt den Sehnittpunkt P, von % mit derjenigen Isogone, die dem 
Parameterwert c= x, entspricht (gibt es mehrere Schnittpunkte, so entspricht das dem 
Fall, daß y' als Funktion von x und y mehr- 
deutig ist). /% ist offenbar der gesuchte 
Berührungspunkt mit dem Liniendiagramm ('. 
Nun gibt man dem Argument x einen kleinen 
Zuwachs, indem man durch O den Strahl 
unter den x, benachbarten Winkel x, zieht. 
Mit diesem Strabl bring‘ man die y-Achse 
des transparenten Papiers zur Deckung und 
sucht, indem man die Kurve C in der Nähe 
von Po durch ihre Tangente y. ersetzt, den 
Schnittpunkt ?, von go mit der Isogone = a1. 
Die Tangente y, an das Liniendiagramm im 
Punkte erhält man, indem man durch 
die Parallele zu der „-Achse des trans- 
parenten Papiers zieht. Auf yı schreite: 
man nun in derselben Weise wie vorhin 
auf gu bis zu einem Punkte P; fort, der dem Abb. 2 
Argument .ı, entspricht und durch die Isogone 
e= 1, abgeschnitten wird, usw. Auf diese Weise erhält man für das Liiniendiagramm € 
eine Annäherung in Gestalt des Polygons Ps... 


3. Verbesserung durch Näherungsfolgen. Diese erste Näherung kann man 
nun durch das Veiıfabren der Näherungsfolgen (sukzessive Approximation) nach 
Picard unter den üblichen Voraursetzungen über die Funktion # in einem gewissen 
Intervall beliebig verbessern, und zwar hat diese Methode hier eine unmittelbar anschau- 
liche Bedeutung. | 

Durch Differentiation schreiten wir von dem Liniendiagramm € der Fuuktion y (x) 
zu seiner Evolute C’, dem Liniendiagramm von y' (x), fort. Dem Differenzieren einer 
Funktion entspricht also der Ucbergang von ihrem I.iniendiagramm zu dessen Evolute. 
Integrieren bedeutet demgemiß umeekehrt Uebergang von einem Liniendiagramın zu 
einer seiner Evolventen?). Der Vieldeutigkeit des Integrals, die erst durch eine An- 
tangsbedingung ausgeschaltet wird, entspricht die Tatsache, daß es zu einer Evolute un- 
endlich viele Evolventen gibt. 

Die Picardsche Methode der sukzessiven .\pproximation besteht doch nun be 
kanntlich darin, daß man zu den durch die Annäherung gegebenen Wertsvstemen (x, y) 
das y' aus der Differentialgleichung berechnet und dann integriert. In den Punkten #%, 
P,,... der 1. Näherung C, haben wir das durch die Difierentialgleichung geforderte 
y bereits: Es wird durch die Normalen auf 9, gı, . . . dargestellt, die bei der Konstruktion 
sofort mitgezeichnet werden können. Der ganze Funktionsverlauf des y'(x) wird reprä- 


1, negativ, so ist die Gleichung mit — ! zu ınultiplizieren: — 08 — sin... + yo 
oder: T)—|—%)=0. d.h. man hat durch zu ersetzen 

3, Eine ähnliche Bemerkung macht auch Meißner (l.c. S. 200). ohne sie zu verwerten. Das 
im Folgenden beschriebene Verfahren der sukzessiven Approximation läßt sich mit sinngemäßer Ab 
änderung auch bei der Meißnerschen Integration von Differentialgleichungen 2. Ordnung anwenden. 
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sentiert durch die Einhüllende C, dieser Normalen, die leicht eingezeichnet und eventuell 
noch geglättet werden kann. Das so dargestellte y’ (x) integrieren heißt nun, die Kurve C\’ 
abwickeln und zwar, um der Anfangsbedingung zu genügen, so, daß die Evolvente durch 
’, geht. Die geschieht dadurch, daß man auf den Tangenten von Cı Stücke abgrenzt, 
die von einer zur anderen gerade um die dazwischen auf (C)' zurückgelegte Bogenlänge 
zunehmen. Die (renauigkeit dieser Zeichnung kann noch gesteigert werden, wenn 
man beachtei, daß die auf den Tangenrten der Evolute ©, abgeschnittenen Stücke die 
Krümmungsradien der Evolvente sind‘). Zu der so erhaltenen 2. Näherung (5 hat man 
nun wiederum zunächst das durch die Ditierentialgleichung geforderte y' (x) zu bestimmen. 
Dies geschieht dadurch, daß man in einer Reihe von Punkten an (C%, die Tangenten zieht 
und auf sie von © das l.ot fällt, wodurch man zusammengehörige Werte x, y bekommt; 
daß man weiter durch Darüberlegen des transparenten Papiers und Aufsuchen des Schnitts 
jeder Tangente mit der entsprechenden Isogone den genauen Berührungspunkt und damit 
zugleich die Normale konstruiert. Die Einhüllende ©, dieser Normalen wickelt man nun 
wieder ab und erhält so eine 3. \äherung (, für das l.iniendiagramm C; usw. 


4. Lineare Differentialgleichung. Das entwickelte Verfahren gestaltet sich 
besonders einfach für die wichtige Klasse der linearen Differentialgleichungen: 


A(X)y +B(a)y+C&)=0. 
Hier sind die Isogonen (Gerade, also sehr rasch und genau zu zeichnen. 


Zum Schluß sei noch bemerkt, daß man aus dem Liniendiagramm sofort die Dar- 
stellung der Funktion in Polarkoordinaten ableiten kann, indem man von © auf die 
Tangenten des l.iiniendiagramms die Lote fällt und die Fußpunkte verbindet. 77 


ZUSAMMENFASSENDE BERICHTE 


Neuere Fortschritte der technischen Elastizitätstheorie. 
Von L. FÖPPL in Dresden. 


eit Abschluß der Enzyklopädieartikel über Elastizitätstlieorie, vor allen Dingen des 
\rtikels von Th. v. Kärmän (Band IV, Art. 27) über »l’estigkeitsprobleme im 


Maschinenbau« im Jahre 1010, hat die HKlastizitätstheorie nach den verschiedensten 


Richtungen hin bedentsame Fortschritte aufzuweisen, so daß eine Ergänzung dieser Artikel 
sehr wohl am Platze ist. Einen Beitrag hierza sollen die vorliegenden Ausführungen 
liefern, die die besonderen Fortschritte in der Berechnung der Platten und Schalen im 
letzten Jahrzehnt behandeln 


I. Die Platten. 


1. Die kreisförmige und rechteckige Platte. Der iblichen Berechnung von 
Platten, die auf Biegung beansprucht werden, liegen die sogenannten Kirchhoffschen 
Annahmen zugrunde, wonach die Plattendicke A klein ist gegenüber den übrigen Ab- 
messungen der Platte und andererseits die Durchbiegungen \ der Mitteliläche der Platte 
infolge der Belastung als klein gegen Ä anzusehen sind. Dabei werden die Normalspannun- 
gen o. in Schnitten parallel zur Mittelfläche gegenüber 5, und 0°, vernachlässigt und 
ferner wird angenommen, daß Punkte, die vor der Biegung auf einer Geraden senkrecht 
zur Mittelfläche lagen, auch nach der Biegung noch auf einer Geraden liegen, die nun- 
mehr senkrecht zur verbogenen Mittelfläche, der elastischen Fläche, steht. Dieser grund- 
legenden Annahmen hat man sich bei Anwendung der aus dieser Theorie folgenden Er- 
gebnisse aui praktische Aufgaben oder Versuche stets zu erinnern. Die Grundgleichungen 


I) Falls über den Anfangspunkt der Evolute C,' Zweifel bestehen. kann man durch Differen- 
tintion aus der Differentialgleichung den Wert (ro ausrechnen und die Gerade = konstru- 
ieren, die offenbar die Normale der Evolute im Anfangspunkt darstellt. 
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der Elastizitätstheorie führen unter diesen Voraussetzungen auf die bekannte Differential: 
gleichung der Platten 


7 


N N \ 


ER° 


| die Plattensteifig- 
12 —1) 


wobei p die Belastungsstärke an jeder Stelle angibt und \ = 


keit bedeutet. 

Bei der kreisförmigen Platte mit gleichmäßig verteilter Liast oder mit Einzellast in 
der Mitte geht Gl. (1) in eine gewöhnliche Differentialgleichung über, deren allgemeines 
Integral man kennt'). Auch für den Fall einer unsymmetrischen Last läßt sich die Be- 
anspruchung an jeder Stelle ohne allzuviel Rechnung mit jeder gewünschten Genauigkeit 
angeben‘). Dagegen macht der praktisch mindestens ebenso wichtige Fall einer recht- 
eckigen Platte zunächst bedeutend mehr Schwierigkeiten. Als erster hat Navier eine 
Lösung mittelst Doppelreihen gegeben, die bis in die neueste Zeit verwendet worden ist. 
Sie beruht auf dem naheliegenden Gedanken, daß Gl. (1) durch Produkte aus trigono- 
metrischen Funktionen von x und y befriedigt werden kann, wobei die Belastung auf 
der rechten Seite von Gl (1) in eine nach & und y fortschreitende Fouriersche Reihe 
zerlegt werden muß. Während Navier mit diesem Verfahren nur die freigelagerte recht- 
eckige Platte behandelt hat, wurden von M. Lövy und Estanave die verschiedensten 
Randbedingungen berücksichtigt und außerdem Vereinfachungen dadarch erzielt, daß an 
Stelle der zweifach unendlichen Reihen einfach unendliche gesetzt werden konnten; 
damit war die Rechenarbeit für die zahlenmäßige Bestimmung der Durchbiegungen und Span- 
nungen auf ein erträgliches Maß herabgedrückt worden. Diese, hauptsächlich von den 
genannten Franzosen ausgebildeten Verfahren zur Festigkeitsberechnung von Platten sind 
teilweise auch jetzt noch am Platz, wenn .es sich um keinen einfachen Belastungsfall, 
wie z. B. konzentrierte Einzellast oder gleichmäßig verteilte Last handelt, sondern die 
Belastungsfläche p eine unregelmäßige Gestalt hat. In diesem Fall ist die harmonische 
Analyse dieser Belastungsfläche mit Hilfe der Fourierschen Reihen das Gegebene, wenn 
man überhaupt eine analytische Lösung anstrebt, die den Spannungs- und l’ormände- 
rungszustand der Platte mit beliebiger Genauigkeit wiederzugeben vermag und sich nicht 
mit einem für praktische Zwecke oft vollkommen ausreichenden Näherungsverfahren zu- 
frieden gibt‘). In ähnlicher Richtung wie die erwähnten Arbeiten der Franzosen bewegen 
sich die Arbeiten der Forscher Simie‘), Hager ), H. Lorenz‘) und vor allen Dingen 
Ritz ) Es handelt sich dabei zumeist um Lösungen, denen das bekannte Ritzsche 
Verfahren oder ein entsprechendes Minimumsverfahren zugrunde liegt 


2. Die Arbeiten von Hencky und Nädai. I{inen wesentlichen Fortschritt 
verdanken wir den beiden Doktor-Dissertationen von H. Hencky‘) und A. Nädai’), die 
unabhängig voneinander gewisse einfache Belastungsfälle der rechteckigen Platte mit 
aller Gründlichkeit und zugleich wünschenswerten Einfachheit der Rechnung erledigt 
haben. Im Gegensatz zu den meisten der oben gekennzeichneten Arbeiten, die sich die 
lösung der Plattenaufgabe bei der allgemeinsten Belastung zum Ziele setzen, beschränken 
sich die beiden Arbeiten auf die praktisch wichtigen Belastungsfälle. Sie finden für die 
gleichmäßig verteilte Belastung (p» = konst.) eine einfache Lösung, die Gl. (1) befriedigt 
und damit die Bedingung im Innern des Plattenbereiches streng erfüllt. Legt man das 
x,y Koordinatensystem in die Mitteliläche der Platte so, daß der Koordinatenanfangspunkt 
mit dem Mittelpankt des Rechtecks zusammenfällt und die © Achse parallel zur Seite 2a 


I), A. und I.. Föppl, »Drang und Zwang«, München 1920, I, S. 175. 
“) J. MH. Michell, London. Math. Proceed. Bd. 34, 1902, siehe auch »Drang und Zwang« |, 
S. 204 und E Melan, Eisenbau 1920. S. 190. 
"ı Einfache Näherungsverfähren (der verschiedensten Art findet man in >lrang und Zwang« TI, 
s 19 bis $ 22. 
'' Simie, Zeitschr. des österr. Ing - u. Arch.-Vereins 1908, 8. 709 
" Hager, Berechnung ebener, rechteckiger Platten mittelst trigonometrischer Reihen. München 
1911. 
H. l,orenz,. Zeitschr. des Ver. deutseli. Inge 1913, S. 623. 
'‘) Ritz, Nachrichten der Ges. d. W. zu Göttingen 1008 
°) H. Hercky, Teber den Spannıungszustand in rechteckigen, ebenen Platten bei gleichmäßig 
verteilter und bei konzentrischer Belastung. Mänchen 1913 
A. Nädai, Forschungsarbeiten, herausg. vom Ver. deutsch. Ing., Heft 170.171. Berlin 1915. 
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des Rechtecks läuft, während die y Achse parallel der Seite von der Länge 2Ö des Recht- 
ecks liegt, so lautet diese »Grundlösung«: 


Ebenso gibt es eine Grundlösung für den Fall der kinzellast / in der Mitte des 
Rechteckes: 
x? + y? 


Auch diese Lösung beiriedigt die Differentialgleichung (1). Die Resultierende der 
Schubspannungen auf einem zylindrischen Schnitt um die Einzellast ist gleich und ent- 
gegengesetzt /’. Diesen Grundlösungen, die noch nicht den Bedingungen am Rande der 
Platte genügen, wird dann eine Lösung der homogenen Differentialgleichung (p = 0) 
überlagert, zur Erfüllung der Randbedingungen. Für diese Lösung erweist sich eine 
Darstellung mittelst einfach unendlicher Reihen als sehr zweckmäßig. Es zeigt sich, daß 
man schon mit dem ersten und zweiten Glied der Reihe zusammen mit der Grundlösung 
eine Darstellung erhält, die sowohl den Formänderungs- wie den Spannungszustand mit 
aller wünschenswerten Genauigkeit wiedergibt. Daß man auf diese Weise ein besser 
konvergentes Verfahren erhält, als mit Hilfe der alten Reihen von Navier und seinen 
Nachfolgern, ist darin begründet, daß man durch die Grundlösung schon die Grenz- 
bedingungen an den beiden Plattenoberflächen von vornherein erfüllt und die Reihen nur 
zur Befriedigung der lIiandbedingungen verwendet, während bei der alten Darstellung 
durch Fouriersche Entwicklung der Lasten auch die Grenzbedingungen an den Platten- 
oberflächen nur schrittweise befriedigt wurden. Ganz besonders macht sich dies bei 
einer Einzellast bemerkbar, da eine gute Annäherung an eine Einzellast schon eine 
größere Anzalıl von Gliedern in der zugehörigen Fourier-Reihe erfordert. 


Die einfachste Randbedingung besteht bei der frei aufliegenden rechteckigen 
Platte, da bier die Summe der Biegungsmomente für zwei zueinander senkrecht stehende 
Richtungen am Rand verschwindet. Neben diesem Fall, der bei gleich verteilter Belastung 
sowohl von Hencky wie Nädai behandelt wird, geht Hencky auch auf den Fall der 
eingespannten rechteckigen Platte ein und berechnet die Formänderungen und Spannun- 
gen für gleichmäßig verteilte Last und für Einzellast in der Mitte, während Nädai den 
Fall einer parallel einer Rechteckseite gleichmäßig ansteigenden Belastung und die drei- 
eckige Platte mit gleichmäßig verteilter Last berechnet. Schließlich behandelt Nüdai 
noch die auf den vier Ecken ruhende gleichmäßig belastete Platte. 

Diese beiden Arbeiten, die in gleicher Weise den Bedürfnissen des T'heoretikers 
wie des Praktikers gerecht werden, gewähren auch noch in mancher anderen Richtung 
einen wertvollen Einblick in die Verhältnisse, die bei der Biegung von Platten von Be- 
deutung sind. bei der freigelagerten Platte verschwindet, wie wir schon erwähnten, die 
Momentensumme längs des ganzen Randes, da die Krümmung dort überall Null ist; folg- 
lich müssen in den Ecken einer solchen rechteckigen Platte die Tangentialebenen mit 
der ursprünglichen horizontalen Plattenebene zusammenfallen. Diese Bedingung ist bei 
der vollkommen eingespannten Platte für alle Punkte des Plattenumfanges erfüllt. Daraus 
folgt für die eingespannte Platte, daß die Randmomente an den Ecken verschwin- 
den, und zwar gilt dies für jede Art der Belastung der eingespannten Platte. Bei der 
rei aufliegenden Platte gestattet die obige Ueberlegung zugleich, sich ein anschauliches, 
wenn auch sehr rohes Bild von der elastischen Fläche zu machen. Sie muß bei der 
rechteckigen Platte Grate, d.h. Linien besonders starker Krümmung aufweisen, die von 
den vier Ecken auslaufen und bei der «uadratischen Platte in die beiden Diagonalen 
übergehen. Daraus folgen die aus Bachschen Versuchen bekannten kißfiguren in recht- 
eckigen und quadratischen Platten, weil längs dieser Grate die Krümmungen und infolge- 
dessen die Momente arm größten sein und demnach am langsamsten von der Mitte aus 
abnehmen müssen. 

Besonders unbefriedigend waren nach den alten Näherungstheorien die Berech- 
nungen der Randscherkräfte und der Auflagerreaktionen, die nach den verschiedenen 
Verfahren zum Teil widersprechende Ergebnisse lieferten. Die strengen Lösungen von 
Hencky und Nädai verlangen an den Rändern die Uebertragung horizontaler Schub- 
kräfte, die sich zu Torsionsmomenten zusammenfassen lassen, deren Achsen senkrecht 
zum Rand verlaufen und in der Plattenebene liegen. Wie schon Thomson und Tait 
gezeigt haben, sind diese Torsionsmomente statisch und elastisch gleichwertig mit einer 
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Verteilung von Randscherkräfiten, die senkrecht zur Mitteliläche gerichtet sind. Ist die 
Platte so gelagert, daß am Rand keine Momente, sondern bloß Schubspannungen über- 
tracen werden können, was bei den als Decken verwendeten Platten häufig vorkommt, 
so treten die aus den Rechnungen sich ergebenden Schubspannungen und Auflagerkräfte 
am Rand auch wirklich auf, während im Fall der freien Lagerung, wo an den Platten- 
rändern keine Schubspannungen in der durch die Rechnung geforderten Weise iber- 
tragen werden können, sich die Plattenränder verwölben. Infolgedessen sind die wirk- 
lichen Auflagerkräfte von den errechneten Scherkräften bei solcher Lagerung verschieden 
und man erhält sie durch Hinzufügen von Zusatzkräften, die, wie auch schon von Thom- 
son und Tait gezeigt wurde, aus der Aenderung der Rand-Torsionsmomente beim Fort- 
schreiten längs der Randkurve gewonnen werden. Damit ist eine wissenschaftlich wohl- 
begründete Erklärung für das Aufbiegen der Ecken bei frei gelagerten Platten gegeben 
worden, das von A. Föppl und €. Bach zuerst durch Versuche festgestellt worden ist. 
Will man das Aufbiegen der Ecken bei frei gelagerten Platten verhindern, so müssen die 
Ecken etwa durch Schrauben festgehalten werden, um die negativen Auflagerkräfte, die 
die Rechnung an den Ecken ergibt, zu verwirklichen. 

Um die Gültigkeit der Kirchhoffschen Annahmen für die Plattentheorie experi- 
mentell zu prüfen, ist Nädai von der einfachen Lösung © = exy (byperbolisches Para- 
boloid) der homogenen Differentialgleichung (1) ausgegangen. Ihr entspricht eine recht- 
eckige Platte, die nur an den vier Ecken durch gleichgroße, abwechselnd entgegen- 
gesetzt gerichtete Kräfte in Richtung normal zur Platte belastet ist. Der Vergleich der 
aus der Rechnung folgenden elastischen Fläche Ü=- c£y mit den wirklichen Durch- 
biegungen zeigt gute Uebereinstimmung und damit Gültigkeit der Kirchhoffschen 
Annahmen, solange einerseits bei zunehmender Plattendicke der Einfluß 
der Schubspannungen und damit die zunehmende Verkrümmung der Platten- 
normalen und andererseits bei abnehmender Dicke der Einfluß der Durch- 
biegungen im Vergleich zur Dicke h der Theorie keine Grenzen setzt. 


3. Die Arbeiten von H. Marcus. Neben den Arbeiten von Hencky und 
Nadai verdient noch eine dritte Arbeit hier hervorgehoben zu werden, die eine Lösungs- 
methode für den allgemeinsten Belastungsfall und die verschiedensten Formen der Platte 
angibt und einen einfachen, für Ingenieure besonders verständlichen und durchsichtigen 
Weg zur Lösung angibt!). Bei der Bedeutung der Arbeiten von H. Marcus, die nach 
Meinung des Berichterstatters zu den größten Fortschritten in der Berechnung der Platten 
gehört, und bei der geringen Beachtung, die sie bisher gefunden haben, dürfte ein 
genaues Eingehen auf ihre Gedankengänge hier am Platze sein. 

Die Methode von Marcus weicht von den früheren Lösungen und Lösungsver- 
suchen von vornherein ab, indem sie an Stelle der Differentialgleichung vierter Ordnung 
zwei Difierentialgleichungen zweiter Ordnung setzt, deren Lösungen weit einfacher zu 
erreichen sind. Dieser Zerfall der Differentialgleichung vierter Ordnung in zwei Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung erfolgt ebenso wie bei der Differentialgleichung der 
elastischen Linie eines Stabes nach der Mohrschen Konstruktion nur mit dem Unter- 
schied, daß es sich bei der Platte um eine partielle Differentialgleichnug, beim Stab da- 
gegen um eine gewöhnliche Differentialgleichung vierter Ordnung handelt. Um die Aehn- 
lichkeit zwischen beiden Fällen klar hervorzuheben, sei die bekannte Mohrsche Theorie, 
die seiner Konstruktion der elastischen Linie des Stabes zugrunde liegt, hier in den 
Hauptgedanken wiedergegeben. Ist \ die Durchbiegung des ursprünglich geraden Stabes, 
so lautet die Differentialgleichung der elastischen Linie: 

da B 
wobei p die Belastung des Stabes an jeder Stelle bedeutet und eine gegebene Funktion 
von x ist uud B= EJ die Biegungssteifigkeit des Stabes angibt. Statt Gl. (2) kann man 
auch unter Verwendung des Piegungsmomentes M wegen 


. . . . . . . . . . (3) 


) H. Marcus, Armierter Beton, 12, 1919, in mehreren Aufsätzen; eine zusammenfassende 
Buchausgabe ist in Vorbereitung. 
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Der Vergleich der Ditferentialgleichung der elastischen Linie in der letzten F’orm 
mit der Differentialgleichung der Seilkurven 
p 


worin p die Lasten des Seiles und // der von x unabhängige Wert des Horizontalzuges 
bedeuten, läßt den Mohrschen Satz erkennen, wonach die Durchbiegungen « 
eines Seiles mit dem HNorizontalzug 1 und der Lastverteilung p unmittelbar 
die Momente des entsprechend belasteten Stabes angeben. Ferner ergibt sich 
die zweite Aussage, die der Mohrschen Konstruktion zugrunde liegt, durch Vergleich der 
G1. (5) und (5), daß nämlich die Durchbiegungen eines Seiles mit dem Horizon- 


M 
talzug 1 und den sogenannten elastischen Gewichten Au mit den Ordi- 


naten {© der elastischen Linie des Stabes übereinstimmen. Auf Grund dieser 
beiden Aussagen läßt sich in bekannter Weise mittelst zweier Seilecke die elastische 
Linie konstruieren. Die Difierentialgleichung vierter Ordnung (2) ist auf zwei Differen- 
tialeleichungen zweiter Ordnung zurückgeführt worden. | 

Nach Il, Marcus läßt sich dieser Gedankengang sinngemäß auf die Platte iber- 
tragen. An Stelle von Gl (2) tritt die Diiferentialgleichung der Platte 

N 

An Stelle des Biegungsmomentes ./ beim Stabe tritt bei der Platte die Summe der 
Biegungsmomente für zwei zueinander senkrechte Schnittrichtungen. Bezeichnen wir die 
Biegungsmomente für einen Schnitt senkrecht zur x-Richtung mit ./, und senkrecht zur 
y-Richtung mit M,, so ist a 


M,= Is 2 — 
Die Summe beider mit dem Faktor m versehen, wollen wir als »Momenten- 
m + 
summe« M bezeichnen. Für sie gilt demnach 
NAT = (3') 


eine Beziehung, die unmittelbar der Gleichung (3) entspricht. Bei der l’latte tritt der 

a? 
Differentialoperator /? an die Stelle des Difterentialquotienten beim Stab. Gl. (?') 
und (3) gestatten, der Plattengleichung auch noch folgende Form zu geben: 


‚IM . . . . . . . . (4'), 


die mit Gl. (4) für den Stab übereinstimmt. Während beim Stab als rein statisches Ge- 
bilde die Seilkurve zur Lösung herangezogen wird, muß hier als entsprechendes ebenes 
Gebilde eine dünne Haut benutzt werden, die den Umriß der Mittelfläche der Platte hat 
und ursprünglich eben ausgespannt war durch eine, für alle Schnittrichtangen gleiche 
Spannkraft S. Wird eine solche Haut — man denke etwa an eine Seifenhaut — ein- 
seitie durch p belastet, so gilt für kleine Durchbiegungen ’" die Differentialgleichung 
p 
die an Stelle der Differentialgleichung (5) der Seilkurve tritt. Der konstante Horizontalzug 
H der Seilkurve und die konstante Spannkraft 5 der Haut sind entsprechende Größen. 
Die beiden Aussagen des Mohrschen Satzes für elastische Linien gehen bei der 
Platte in die folgenden beiden Sätze über, die nur nähere Umschreibungen der Differen- 
tialgleichungen (?') bis sind: 
I. Satz: Die Mittelfläche einer mit dem Ueberdruck p belasteten und 
durch die Oberflächenspannung — I beanspruchten elastischen stelli 
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bis auf. einen Dimensionsfaktor die Momentenfläche der elastischen 
Platte dar. | 
2, Satz: Die Mittelfläche einer mit den elastischen Gewichten 


p= belasteten und durch die Vberflächenspannung = 1 beanspruchten 


+ 


elastischen Haut stellt bis auf einen Dimensionsfaktor die elastische 
Fläche der Platte dar. 

Auf diese Weise ist die Lösung der partiellen Differentialgleichung ! Ordnung 
auf die zweier partieller Differentialgleichungen 2. Ordnung zurückgeführt, nämlich 
M 
N 


und damit die Analogie zum Mohrschen Satz für die elastische Linie vollständig durch- 
geführt. Die Aufgabe ist besonders einfach, wenn längs des Plattenrandes sowohl S als 
M verschwinden. Diese Bedingung wird von der ringsum frei aufliegenden rechteckigen 
Platte erfüllt. Man kann hier im gleichen Sinne wie beim beiderseits frei aufliegenden 
Balken die Lagerung als eine statisch bestimmte bezeichnen, weil zur Bestimmung 
der Momentensumme an jeder Stelle und damit auch der Scherkraft die Lösung der 
einzigen Differentialgleichung 


J’M = —p und A: — 


erforderlich ist. Bei anderen sogen. statisch unbestimmten Lagerungen, wie z. B. ein- 
gespannte oder teilweise frei gelagerte Platte, muß auch die zweite Differentialgleichung 


JS? — - herangezogen werden. Hier ist die Momentensumme M die statisch unbe- 


stimmte (Größe. 

Nach diesen allgemeinen grundlegenden Ueberlegungen, die die Berechnung der 
Platten von einer ganz neuen Seite aus in Angriff nehmen, geht Marcus zur zahlen- 
mäßigen Berechnung über. Er bedient sich dabei der Differenzengleichungen an Stelle 
der Differentialgleichung. Da in der elastischen Haut keine Schubspannungen, sondern 
in jeder Sehnittriehtung nur Zugspannungen übertragen werden, so kommt der Uebergang 
von der Differentialgleichung zu Differenzengleichungen darauf hinaus, daß man an Stelle 
der Haut ein Gewebe nimmt, das an den Knotenpunkten entsprechend belastet wird. Nach 
der Form der Platte wird sich die Mascheneinteilung des Gewebes richten. Bei recht- 
eckigen Platten ist naheliegend, ein (rewebe mit rechteckigen Maschen zu wählen, die 
bei quadratischen Platten in Quadrate übergehen. Bei dreieckigen Platten wählt man 
zweckmäßig Gewebe mit dreieckigen Maschen usw. Die Zahl der Ditferenzengleichungen 
entspricht der Zahl der Knotenpunkte des Gewebes. An dem einfachen Beispiel der 
quadratischen, gleichmäßig belasteten Platte, die am Rand frei aufliegt, zeigt Marcus 
die vorzügliche Konvergenz der Differenzenmethode. Bei Verwendung von nur © inneren 
Knotenpunkten, denen aus Symmetriegründen nur 3 verschiedene Differenzengleichungen 
entsprechen, ergibt sich schon ein sehr brauchbarer Näherungswert sowohl für die Durch- 
biegungen als auch fir die Spannungen der Platte. Geht man mit der Mascheneinteilung 
auf die Hälfte über, so sind 10 lineare Gleichungen zu lösen, was aber bei dem ein- 
fachen Bau der Gleichungen rasch zu bewerkstelligen is. Die Uebereinstimmung mit 
den Werten für die Durchbiegungen, die aus den strengen Lösungen gewonnen werden, 
die für den genannten einfachen Fall bekannt sind, ist außerordentlich gut: der Fehler 
beträgt kein Promille in den Durchbiegungen und höchstens 2,5 vH in den Spannungen. 
Die oben erwähnten statisch unbestimmten Fälle, wie etwa die eingespannte Platte, lassen 
sich in der Weise mittels der Differenzenmethode hehandeln, daß man den Einfluß von 
Momenten an den Randknotenpunkten berechnet und damit durch Ueberlagerung auf den 
"all statisch bestimmt ge:’agerter Platten geführt wird. 

Entsprechend behandelt Marcus den Fall der frei aufliegenden quadratischen 
Platte mit Einzellast in der Mitte, ferner die dreieckige Platte mit gleichmäßig verteilter 
Last und frei aufliegend. 

Der Wert der Marcusschen Arbeit liegt neben der oben schon hervorgehobenen 
neuen Methode zur Behandlung der Differentialgleichung der Platte in der restlosen 
Durehführung der Anwendung der Differenzenrechnung, die erst durch die Zerlegung der 
Differentialgleichung 4. Ordnung in 2 Ditierentialgleichungen 2. Ordnung ohne zu viel 
echenarbeit möglich geworden ist. Da bei der Marcusschen Lösung der Plattenaufgabe 
die fast allen Ingenieuren geläufige Mohrsche Lösung der elastischen Linie eines 
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Balkens für die Platte verallgemeinert wird, dürfte sie eher als alle anderen Lösungs- 
methoden den Beifall der Techniker finden, um so mehr, als die Differenzenrechnung 
gerade für die Bedürfnisse der Praxis sehr wertvoll ist. Es lassen sich sehr viele Aur- 
gaben der Festigkeitslehre, wo man nicht unmittelbar über Lösungen in geschlossener 
Form verfügt, durch Anwendung der Differenzenmethode häufig mit weniger Rechenarbeit 
näherungsweise lösen als nach irgend einem anderen Näherungsveriahren; dabei ist das 
geringe Maß von Ueberlegungen, das zur Durchführung der Rechnungen erforderlich ist, 
als ein wesentlicher Vorteil anzusehen. Der pädagogische Wert, der der Differenzen- 
methode innewohnt, ist dabei nicht zu unterschätzen. Sie gestattet, selbst schwierige 
Probleme der Festigkeitslehre in elementarer, sogar dem Anfänger verständlicher Weise 
durchzuführen !). 


4. Neueste Arbeiten von Nädai,Happelund Timoschenko. In einer Reihe 
neuerer Arbeiten hat Nädai seine früheren Untersuchungen über Platten erfolgreich er- 
weitert. Besonders sei auf die Arbeit »Die Biegungsbeanspruchung von Platten durch 
lüinzelkräfte« *) hingewiesen. Auf die Abhängigkeit der größten Inanspruchnahme der 
Platte von der Konzentration der Lasten war schon in »Drang und Zwang«’) näher ein- 
gegangen worden. Es läßt sich einfach einsehen, daß die Angabe der Durchbiegung bei 
stark konzentrierter Einzellast zur Bestimmung des Spannungszustandes in der Nähe der 
last nicht ausreicht. In der nächsten Umgebung der l.ast versagt die übliche Platten- 
theorie, da hier die Voraussetzungen nicht mehr erfüllt sind. Man muß die Teile der 
Platte in der Umgebung der konzentrierten Kraft, das sogen. »Kernstück« der Platte, ge- 
sondert betrachten. Bei ihm ist die Dicke A von derselben Größenordnung wie die 
iibrigen Abmessungen, so daß man das Kernstück als Umdrehungskörper mit achsen- 
symmetrischer Belastung anzusehen hat. Nädai beschränkt die Betrachtungen nicht au! 
die diinnen Platten, sondern erhält gleichzeitig Resultate für die dieken Platten. Bei 
diesen ist es schon bei weniger konzentrierten Lasten unmöglich, den Spannurgszustand 
durch Angabe der Verbiegung der Mittelfläche allein genau genug darzustellen. Nädai 
erweitert dıe bekannte Lösung von Boussinesy für einen durch eine Ebene z = 0 be- 
erenzten unendlichen Halbraum mit einer konzentrierten Einzellast auf den Fall einer in 
einer Kreisfläche » — ce, der sogen. Druckfläche, verteilten Belastung, von der nur Kreis- 
symmetrie vorausgesetzt wird. Für die Spannungen in der Begrenzungsfläche : = 0 er- 
geben sich außerhalb der Druckfläche dieselben Werte wie nach Boussinesq, wo die 
Kraft konzentriert angenommen wird. 

Die dicke Platte, die von den Ebenen z = 0 und z = Ah begrenzt wird, aber un- 
endlich ausgedehnt ist und durch eine Einzelkraft belastet wird, ist von J. Dougall') 
untersucht worden. Nädai dehnt diese Untersuchungen auf den Fall der endlichen 
Kreisplatte mit Radius a und von der beliebigen Dicke } aus und gibt eine die Rand- 
bedingungen befriedigende Lösung durch Summen über Besselsche Funktionen. Nimmt 
man in diesen allgemein gültigen Entwicklungen * als klein an, so ergibt sich das für 


d 


dünne Kreisplatten bekannte Resultat der Kirchhoffschen Plattentheorie. Berechnet man 
die Durchsenkungen der Unterseite der Kreisplatte in der Mitte einmal nach der Kirch- 
hoffschen Theorie und sodann nach der von Nädai entwickelten Theorie, die die Dicke 
; nicht als klein ansieht, so ergeben sich bei Annahme einer konzentrierten Einzellast 
Unterschiede, und zwar ist die Durchsenkung nach der genauen Theorie größer als nach 
der Kirchhoffschen. Dieses Resultat steht in Uebereinstimmung mit Versuchen. Der Ver- 
lauf der Spannungen zeigt, daß sich der Spannungszustand (ebenso wie der Formände- 
rungszustand) der dicken Platten nur in der Nähe des Angriffspunktes der Last bezw. 
der Druckfläche von dem Kirchhoffschen Fall unterscheidet. Die Unterschiede, die 
Nadai als »Störungsspannungen« bezeichnet, sind demnach praktisch von der Gestalt 
der Platte und den Randbedingungen unabhängig. Sie hängen nur von der Verteilung 
des Druckes p in der Druckfläche und von dem Verhältnis des Durchmessers der Druck- 
fläche zur Dicke h ab. 


') Nähere Ausführungen über die Auwendungstähigkeit der Differenzenrechnunz siehe in dem 
Referat von H. Heneky: »Numerische Behandlung von partielle Differentialgleichingen der Mechanik«., 
Die Arbeit erscheint demnächst in «lieser Zeitschriit. 

“) Sehweizer Bauzeitung. Bd. 76, 1920, S. 257 


Bd. 1 s30 und Bd. II 
+, Trans. R. S. Edinburgh, vol. 41, 1904. 
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In zwei, erst kürzlich erschienenen Arbeiten »Ueber die Spannungsverteilung in 
einer durch eine Einzellast belasteten rechteckigen Platte«') und »Ueber die Biegung der R 
rechteckigen Platte durch Einzellasten«?) verwendet Nädai höhere mathematische Hilfs- $ 
mittel zur Lösung verschiedener Plattenaufgaben. Er behandelt in der ersten Arbeit die | 
durch eine konzentrierte Einzellast an irgend einer Stelle belastete, frei aufliegende 
rechteckige Platte, indem er zunächst für den beiderseits unendlichen Plattenstreifen, aus 
dem die rechteckige Platte herausgeschnitten zu denken ist, die Greensche Funktion für 
die Momentensumme aufstell. Nädai zeigt den Zerfali der Difierentialgleichung 4. Ord- 
nung in zwei Differentialgleichungen 2. Ordnung, wie dies schon von Marcus ganz 
allgemein gezeigt worden war. Neu ist die Anwendung der konformen Abbildung. Daß 
man gerade bei konzentrierten Einzellasten zur Funktionentheorie geführt wird, geht aus 
Gl. (4') hervor, die hier = 0 


lautet. Da bei der vorausgesetzten Lagerung des Randes (es ist nach Marcus der Fall 
der statischen Lagerung) die Momentensumme M am Rande verschwindet, so braucht 
| man zur Lösung dieser Gleichung gar nicht auf Gl. (3’) einzugehen. M kann demnach 
| als der reelle Bestandteil einer komplexen analytischen Funktion angesehen werden, die 
| am Rande der Platte verschwindet und im Angriffspunkt logarithmisch unendlich wird. 
Bezeichnet man die konjugierte Funktion zu M mit M,, so genügt man den Bedingungen 


für M durch 
ur due M+iMı = Clog 


wobei unter W = re‘“ diejenige Funktion der komplexen Veränderlichen = x-+iy zu 
verstehen ist, die den Parallelstreifen 0 <x <a winkeltreu auf das Innere des Einheits- 
kreises r = 1 abbildet, so daß der Angriifspunkt der Last mit den Koordinaten & = %,, 
y = 0 in den Mittelpunkt des Kreises (r = 0) übergeht. Diese Funktion W ist bekannt; 


sie lautet 2x0) 
sin 
W = - 
(2 +80) 
sin 
2a 
oder nach Trennung des reellen und imaginären Teiles auf beiden Seiten: 
. n (2-20) 
a 
c0o8 — — — cos 
a a 0 a a 
Daraus folgt 
M=(Clog-— — log 
r (2 — 20) 
— — co 


3 Die Konstante € berechnet sich zu 

— 
aus der Bedingung, daß die Schubkräfte auf einem unendlich kleinen Kreis um den An- 
griffspunkt als Mittelpunkt der Last P Gleichgewicht halten müssen. Dabei ist zu be- 


achten, daß dort die Schubkraft durch V — gegeben ist. Die Durchbiegungen { 
r 
ergeben sich aus Gl. (3’) N2t=—M 


mit dem obigen Wert für M, den man, wie von A. Kneser’) gezeigt worden ist, durch 
eine einfach unendliche Reihe darstellen kann, mit deren Hilfe darch zweimalige Integra- 
tion nach x und y die Durchbiegung { leicht gefunden werden kann zu 


sin 
a a 


Pa? nu y 
x (1 ) sin 
2n®N n® 
') »Der Bauingenieur«, 2. Jahrg.. Heft 1 1921. 
?) »Der Bauingenieur«, 2 Jahrg., Heft 11 1921. 


’) A. Kneser, Die Integralgleichungen und ihre Anwendung in der mathematischen Physik, 
Braunschweig 1911, S. 137. 
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Diese Reihe ist zur numerischen Berechnung der Durchbiegungen { des unend- 
lichen Plattenstreifens gut brauchbar, indem man schon mit wenigen (liedern eine gute 
Näherung erhält. Der Uebergang vom unendlichen Plattenstreifen zum Rechteck ge- 
ktaltet sich sehr einfach unter Verwendung des Spiegelungsprinzips, das man hier, wo es 
sich um die Laplacesche Difierentialgleichung 2. Ordnung handelt, anwenden kann. 
Man denkt sich die ursprünglich gegebene l’latte mit ihrer Einzellast an zwei gegenüber 
liegenden Kanten gespiezelt und so fort, bis der unendliche Plattenstreifen erhalten wird, 
der in bestimmten Abständen gleich große Lasten mit wechselndem Vorzeichen zu 
tragen bat. 

Es liegt nahe, in dieser Richtung noch einen Schritt weiter zu gehen und die 
rechteckige Platte nach beiden Richtungen zu spiegeln. Man würde dann auf doppelt 
periodische Funktionen für die Beschreibung des Spannungs- und Formänderungszustandes 
geführt werden. Eine Arbeit, die von diesem Gedankengang ausgeht, hat Nädai in 
Aussicht gestellt. Aebnlich läßt sich auch das Problem der sogen. Pilzdecke, d.i. einer 
ausgedehnten Platte, die in gewissen kleinen Abständen unterstützt wird, lösen, eine 
praktisch wichtige Aufgabe, die bisher mittelst der alten Reihenentwicklungen von Navier 
eine noch nicht vollkommen befriedigende Darstellung gefunden hat '). 

In der zweiten der obengenannten Arbeiten behandelt Nädai den durch eine kon- 
zentrierte Einzellast beanspruchten unendlichen Plattenstreifen, der an beiden Rändern 
eingesparnt ist. Diese Grenzbedingung erschwert die Auigabe gegenüber dem in der 
ersten Arbeit behandelten frei aufliegenden Plattenstreifen ganz wesentlich. Nädai muß 
zur Lösung auf die Theorie der Integralgleichungen eingehen, gibt aber schließlich die 
Durchbiegungen der Mittelfläche in einer zur zahlenmäßigen Berechnung geeigneten 
Darstellung. Besonders wertvoll scheint mir die in einer Anmerkung angedeutete Lösung 
für ein an einer Stelle konzentriertes Biegungsmoment beim frei gelagerten Plattenstreifen. 
Bezeichnet M, die Größe des Momentes des Kräftepaares, das im Punkt = x, y= 
des oben besprochenen beiderseits frei gelagerten, unendlichen Plattenstreifens angreift 
und dessen Achse parallel zur @Querrichtung der Platte verläuft, so wird die Gestalt der 


Platte durch + 
(0) — 
U ] a Ad 
— 
a Aa 


wiedergegeben. Eine derartige Beanspruchung ist wichtig für Platten, an die Konstruk- 
tionsteile angeschlossen sind, wenn diese ein Moment M, auf die Platte übertragen 
können ‘). 

Ebenso wie die letztgenannte Arbeit von Nädai haben auch die Arbeiten von 
H. Happel°) hauptsächlich vom mathematischen Standpunkt aus Bedeutung. Happel 
behandelt die schon von H. Henckvy auf anderem Wege gegebene Lösung der recht- 
eckigen eingespannten Platte mit Einzellast in der Mitte mit Hilfe der Greenschen 
Funktionen fürs Rechteck, die von Kneser in seinem schon oben erwähnten Lehrbuch 
der Integralgleichung angegeben worden ist. Es zeigt sich auch hier wieder, daß der 
Fall der freien Lagerung der Ränder sich wesentlich einfacher behandeln läßt als der 
Fall einge-pannter Ränder. Ist die Greensche Funktion @ (x, y; 0, 0) für die Last im 
Nullpunkt bekannt, so genügt r?@ der Differentialgleichung 4°? J’(r’G)= 0 mit r’ 
— 2’ + y’, so daß r°@G unmittelbar die elastische Fläche im Fall der freien Lagerung 
des Randes angibt. Die Bedingung der Einspannung läßt sich durch Hinzufügen einer 
weiteren Funktion zu 7° (@ erfüllen. 

In ähnlieher Weise behandelt Happel die elliptische eingeklemmte Platte mit 
Einzellast in der Mitte, wozu sich selbstverständlich elliptische Koordinaten am besten 
eignen. Schließlich gibt er noch eine Berechnung der rechteckigen l’latte auf nach- 
giebiger Unterlage mit Einzellast in der Mitte. Mit der Bettungsziffer X lautet hier die 
Ditferentialgleichung — kt 


die er mit Hilfe der Ritzschen Methode annähernd löst, indem er den Ausdruck für die 
Formänderungsarbeit bildet und für die Durchbiegung { eine Reihe ansetzt, deren Bei- 


Ih Siehe »Drang und Zwang« |. 5 31, sowie Lewe, »Der Bauingenieur«, 1. Jahrg., S. 631. 
2) Siehe auch H Leitz. Z. f. Math. u. Phys., 1917. 
H. Happel, Miıt d Ges d. W zu Göttingen, 1914, S.37 u. Math. Zeitschr., Bd. 6, 1920, 
ferner: »Der Eisenbau«, 1921 (Mal-Heft), 
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werte nach Ritz angenähert berechnet werden. Er kommt so zu einem zahlenmäßig 

ausgewerteten Resultat für {. | 

An die beiden oben besprochenen Arbeiten von Nädai knüpft S. Timosehenko!) 

an und zeigt in einer Arbeit »Ueber die Biegung der allseitig unterstützten rechteckigen 

Platte unter Wirkung einer Einzellast«, daß sich sowohl der unendliche frei aufliegende 

Plattenstreifen wie auch die freiaufliegende rechteckige Platte mit Einzeilast durch den 

von M. L&Üvv gegebenen Reihenansatz sehr einfach und durchsichtig berechnen läßt. 

j [In einer zweiten Arbeit ’) »Ueber die Biegung der rechteckigen Platte durch Einzellast« 

dehnt er die Untersuchung auch auf den Fall aus, daß zwei gegenüber liegende R«echt- 

eckseiten eingespannt sind, während die beiden anderen frei aufliegen, wobei er der 

Einfachheit halber die Last in der Mitte annimmt. Die Durchbiegung w setzt er aus 

zwei Teilen zusammen: w = ww, —+ 03, worin ww, die Durchbiegung der frei aufliegenden 

Platte bedeutet, die sich auf Grund der ersten Arbeit berechnen läßt, während wu von 

der Einspannung herrührt. Letztere Größe wird durch eine sehr rasch konvergierende 

Reihe dargestellt. Der Wert der Timoschenkoschen Arbeit besteht vor allen Dingen 


darin, daß er mit einfachen mathematischen Hilfsmitteln auskommt und dabei wertvolle 
Ergänzungen zu den oben ausführlich besprochenen Doktordissertationen von Hencky 
und Nedai liefert. 


| 5. Russische Arbeiten. Schließlich sei noch auf einige in russischer Sprache 

seschriebene neuere Arbeiten von B. G. Galerkine’‘) hingewiesen, in denen vor allen 

1 Dingen die rechteckigen Platten unter besonderen Grenzbedingungen, wie z. B. nur auf 

drei Seiten frei gelagert, oder mit zwei frei gelagerten und zwei eingespannten Seiten 

2 usw. berechnet werden. Außerdem behandelt er auch streng die von zwei konzentrischen 
Kreisen und zwei Radien begrenzte Platte. 


Werfen wir nochmals einen Blick zurück auf die Fortschritte, die die Platten- 
berechnung im letzten Jahrzehnt und ganz besonders ia der allerjüngsten Zeit genommen 
hat, so erkennen wir deutlich eine Entwicklung einerseits mehr nach der mathematischen, 
} andererseits nach der praktischen Seite. Letztere Richtung, die vor allen Dingen den 
i Marcusschen Arbeiten zugrunde liegt, wird sich mit Sicherheit mehr und mehr bei 
Ä Ingenieuren einbürgern, da sie der Denkungsweise des "l’echnikers angepaßt ist und sich 
F auch für andere Berechnungen der Festigkeitslehre gut eignet. 


P: 6. Die anisotrope rechteckige Platte nach Huber. Zum Schluß sei auf 
e; eine sehr wertvolle Ergänzung der Plattentheorie hingewiesen, die durch die Kısen- 
| betonbauweise praktisch von großem Interesse ist, da für solche Platten nicht alle 
Richtungen gleichwertig sind. M. T. Huber-Lemberg hat in polnisch geschriebenen 
Arbeiten, die aber auszugsweise in französischer Sprache erschienen sind *), die Theorie 
der rechteckigen anisotropen Platte entwickelt: Er nimmt für die beiden zueinander 
senkrecht stehenden Schnittrichtungen verschiedenes elastisches Verhalten an und wird 
damit auf die Differentialgleichung 


geführt, worin B, und 3, die Biegungssteifigkeiten der Platte für die beiden Richtungen 
bedeuten, während 

2?H= Bıms + B, m, +4C 
ist. Darin sind m, und m, mumerische Konstante für die beiden Richtungen, die im 
isotropen Fall in die Poissonsche Konstante m übergehen, und 2C bedeutet die Tor- 
sionssteiligkeit. 


Huber gibt für die obige Differentialgleichung die Lösung in Form von unend- 
lichen Doppelreihen. Es wäre eine dankbare und für den Eisenbetonbau wichtige Auf- 
gabe, die neueren, oben besprochenen Lösungsverfahren für die isotrope Platte auf die 
anisotrope zu übertragen. Huber zeigt ferner, daß bei den anisotropen Platten bei Be- 
lastung durch Einzellasten die Durchbiegungen nicht immer nur nach unten erfolgen 
müssen, wie es bei den isotropen Platten stets der Fall ist, sondern daß zum Teil auch 


| ') Erscheint in »Der Bauingenileur«, 2. Jahrg. 1921. 

| *) Erscheint in »Der Bauingenieur«, 2, Jahrg. 1921. 
3) Petersburg 1915, 1918 und 1920. u 
+) Comptes Rendus, Paris 170, 1920, S, 5il und 1305. . 
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Durcehbiegungen nach oben möglich sind, so daß die Mitteifläche die Gestalt einer 
Wellenfläche annimmt. 


7. Dünne Platten mit großer Ausbiegung. Die Kirchhoffschen Annahmen, 
die den oben behandelten »dünnen« Platten zugrunde liegen, gelten nicht mehr für 
die sehr dünnen Plat'ren einerseits und die dicken Platten andererseits, so daß für 
diese beiden Grenziälle die obigen Entwicklungen hinfällig werden und durch ent- 
sprecbendere ersetzt werden müssen. Dünn nennen wir eine Platte, für die die Kirch- 
hoffschen Annahmen gültig sind, wo also die Durchbiegungen { klein sind gegenüber 
der Dicke kA. »Klein« bedeutet dabei, mathematisch gesprochen, von anderer Größen- 
ordnung, für die zahlenmäßige Berechnung etwa Wird dagegen { von gleicher 
Größenordnung wie Ah, wie das bei zahlreichen Aufgaben der Praxis, namentlich bei 
Böten und Wänden von Schiffen der Fall ist, so nennen wir die Platte sehr dünn. 
Sie wird gelegentlich auch als »Haut« bezeichnet. Sowohl bei der dünnen wie bei der 
sehr dünnen Platte wird die Dicke Ah als »klein« gegenüber den übrigen Abmessungen 
der Platte angesehen. Ist dies nicht mehr der Fall, so haben wir es mit der dicken 
Platte zu tun. Die genauere Berechnung der dicken Platten erfordert Eingehen auf den 
3 dimensionalen Spannungszustand, da es hier nicht mehr zulässig ist, für Schnitte senk- 
recht zur Mittelfläche gleichmäßige bezw. geradlinige Verteilung der Spannungen iiber den 
Schnitt anzunehmen. 

Abgesehen von der schon oben behandelten Arbeit von Nädai') ist mir kein 
neuerer Fortschritt in der Behandlung dicker Platten bekannt. 

Die dünnen und die sehr dünnen Platten, sowie alle Platten, die zwischen diesen 
beiden Grenzlällen liegen, müssen den folgenden beiden genauen Gleichungen‘, 


ay? 

> (5: or? Or? p b) 


Darin sind die Bezeichnungen dieselben wie früher, Neu kommt nur die Airy- 
sche Spannungsfunktion F hinzu, die mit den auf die Einheit der Randlinie eines Platten- 
elementes bezogenen, Zug- und Schubspannungsresultaten 7, 7, und T., folgendermaßen 


Oy IrOy 

Vernachlässigt man diese letzteren Größen, die einer gleichmäßigen Spannungs- 
verteilunge über die Dicke A entsprechen und sich den Biegungsspannungen überlagern, 
so geht Gl. (1b) über in 

NA:At=p, 

d.h. in die Differentialgleichung der dünnen Platte, die oben behandelt wurde und die 
man auch als vollkommen steife Platte bezeichnet, da nur die Biegungs- und Torsions- 
steifiekeit berücksichtigt wird. Diese Vernachlässigung ist nur zulässig, wenn die Durch- 
biegungen { tatsächlich klein sind gegenüber Ah, da nur in diesem Fall die Biegungs- und 
Torsionsspannungen die gleichmäßig über die Dicke verteilten Zug- oder Schubspannungen 
wesentlich übertroffen. Die Gleichung für die dünne Platte gilt um so weniger genau, 
je stärker die Durchbiegung wird, was auch mit früher erwähnten Versuchen von (. v. 
Bach und A. Föppl übereinstimmt. Hat man eine sehr dünne Platte, die sich ähnlich 
einem belasteten Telegraphendraht merklich durchbiegt, so kommt es weniger auf die 
Biegungsspannurgen als auf die über den Querschnitt gleichmäßig verteilten Spannungs- 
resultanten 7,, 7, und 7,, an. Man kann in diesem anderen Grenzfall die genauen 
Gleiebungen (la) und (1b) vereinfachen, indem man die Biegungssteifigkeit vernach- 
lässigt und demnach N = 0 setzt, so daß die Gleichungen für die sehr dünne Platte, die 
man dementsprechend auch als vollkommen biegsame Platte bezeichnet, lauten: 


oy? 


I) Schweizer Bauzeitung, 1920. 
2, Siehe v Kärmän. Enz. d math. W., Band IV. Heft 27, S. 350. 
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Die wirkliche Platte liegt in der Regel zwischen den beiden Grenzfällen der 
»dünnen« und der »sehr dünnen« Platte. 

Die Versuche an sehr dünnen Platten zeigen eine wesentlich größere Widerstands- 
fübigkeit und kleinere Durchbiegungen, als man nach der Kirchhoffschen Theorie der 
dünnen Platte erwarten müßte, was damit zusammenhängt, daß ein großer Teil der 
Formänderungsarbeit zur Dehnung der Platten parallel der Mittelfläche verbraucht wird 
und dieser Anteil bei der Theorie der vollkommen steifen Platten unberücksichtigt bleibt. 

Die Gleichungen (3a) und (3b) für den Grenzfall der sehr dünnen Platte mit großer 
Ausbiegung scheint als erster A. Föppl') bebandelt zu haben. Er gibt eine einfache 
Lösung für den Fall eines Rechteckes, das nur an zwei gegenüberliegenden Seiten fest- 
gehalten wird und gleichmäßig belastet ist. Von Einspannung zu reden hat hier natürlich 
keinen Siun, da ja keine Momente übertragen werden können. 

Für den Fall der kreisförmigen dünnen Platte mit gleichmäßig verteilter Belastung 
hat H. Hencky?) die exakte Lösung der Gleichungen (3a) und (3b) angegeben. Er findet 
als Wert für den Biegungspfeil f und die Spannungen 0, in der Mitte und o, am Rande 


\ 


10 
der kreisförmigen Platte vom Radius a (Poisson scher Konstante m = z): 


f= 0,6024 ] Ep 0,323VEp 
Diese Formeln haben einen ganz anderen Üharakter, als sie sonst in der Elastizi- 
tätstheorie üblich sind. Vergleiche man etwa den Biegungspfeil f mit dem Biegungs- 
pfeil /’' für die dünne kreisförmige Platte, die am Rand eingespannt ist: . 
4 
0,17, 
f 
Hier ist die Formänderung proportional der Last und umgekehrt proportional dem 
Elastizitätsmodul &. Beides gilt nicht mehr für den Biegungspfeil / der sehr dünnen 
Platte, der einer vollkommen anderen Gesetzmäßigkeit genügt. Das Superpositionsgesetz 
gilt hier nicht mehr. Der Grund liegt darin, daß die Gleichungen (3) nicht mehr linear 
sind wie bei den üblichen Aufgaben der Festigkeitslehre. 

Für die rechteckige sehr dünne Platte ist in »Drang und Zwang« I S 37 eine Nä- 
herungslösung gegeben, die für die quadratische Platte von der Seitenlänge 2a bei gleich- 
mäßig verteilter Last » die Durchbiegung 

| ı/ pa 
== 0.502 
f ),80 


und die Spannung in der Mitte gr 
= 0,396 Yp? E 
\» En; 


ergibt, die also nicht wesentlich verschieden ist von der kreisförmigen Platte vom 
Radius «a. 
Wir wollen noch kurz auf die genauen Gleichungen (1) eingehen. Setzt man 


so kann man Gl, (1b) auch folgendermaßen schreiben: 


das ist aber die Differentialgleichung der dünnen Platte mit p—p’ als Belastungsintensität. 
Es läßt sich demnach p’ als der Teil der Belastung der Piatte ansehen, der von den in 
der Platte vorhandenen Zug- und Schubspannungsresultanten aufgerommen wird, während 
p—yp' die Biegungsspannungen hervorruft. 

Bei der frei gelagerten rechteckigen Platte ist am Rand T\,, = 0 und ebenso ver- 


[77 


schwinden dort die Ausdrücke 7, ——; und T,,—» 50 daß nach Gi.(4) am Rand p' = 0 
oy Or 
ist. Nach Gl. (5) tritt demnach eine Entlastung der biegungssteifen Platte infolre der 
Verzerrung der Mittelfläche unmittelbar am Rand nicht ein, stlbst bei noch so geringer 
) A. Föppl, Vorlesungen, Band V, 1907, 8. 132; siehe auch die beachtenswerte Schrift von 
P; Forchheimer, »Die Berechnung ebener und gekrümmter Behälterböien®e. 2 Aufl. Berlin 1909 
Hedcky, »Ueber den Spannungszustand in kreisranden Platten mit verschwindender 
Biegungssteifigkeit«, Z. f. Math, u. Physik, 1915, Bd. 63, 8. 811. 
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Biegungssteifigkeit. Es ist daher die Berechnung der sehr dünnen, frei gelagerten Platte 
nach den vereinfachten Gleichungen (3) jedenfalls nur als näherungsweise richtig an- 
zusehen. Der Fehler macht sich besonders in der Nähe des Randes bemerkbar. Bei der 
frei gelagerten Platte, bei der die Ränder nicht festgehalten sind, sondern nach innen 
nachgeben können, bildet sich am Rand ein Druckring aus, in den sich der mittlere Teil 
der Piatte gewissermaßen einhängt. Dies gilt nicht nur für die sehr dünne Platte, son- 
dern bis zu einem gewissen Grade auch für die dünne Platte. 

Anders liegen die Verhältnisse bei der an den Rändern eingespannten und fest- 
gehaltenen Platte. Hier wird p am Rand im allgemeinen nicht gleich Null, so daß eine 
Enilastung der Platte infolge von Längsspannungen schon am Rand eintritt '). 

Um eine einwandfreie Lösung der allgemeinsten, durch die (Gleichungen (la) und 
(1b) gekennzeichneten Plattenaufgabe zu erhalten, wäre eine Lösung dieser Gleichungen, 
wenigstens fir die einfachsten Fälle der Belastung und Randbedingunrgen erforderlich. 
Bisher ist eine derartige Lösung nicht bekannt Die Mittel zur Lösung dürften auf dem 
von Marcus beschrittenen Weg in der Verwendung von Differenzengleichungen an Stelle 
der Differentialgleichungen zu suchen sein 


II. Die Schalen. 


Love hat in seinem bekannten Lehrbuch der Elastizität die letzten Kapitel der 
alleemeinen Theorie dünner Schalen gewidmet. So wertvoll und einzigartig diese Love- 
sche Theorie ist, so war die Allgemeinheit der Darstellung doch ein Hemmschuh für die 
Weiterentwieklung; denn die Anwendung der allgemeinen Theorie auf ein spezielles 
Beispiel erforderte vielfach noch die schwierigsten Ueberlegungen. Infolgedessen war bis 
vor 10 Jahren von dünnen Schalen im wesentlichen nur die Zylinderschale mit konstanter 
oder veränderlicher Schalendicke einigermaßen erschöpfend behandelt und nur vereinzelte 
Ansätze für die Berechnung von Kugelschale und Ringschale lagen vor. 


1. Die Arbeit Reißners. Eine vollständige neue Entwicklung setzte im Jahre 
I912 ein. Sie schloß sich an eine sehr beachtenswerte Arbeit von H. Reißner an, die 
in der Müller-Breslau- Festschrift 1912 erschienen ist und den Titel »Spannungen in 
Kugelschalen (Kuppeln)« trägt. Diese Arbeit bildet den Auftakt für eine sehr weit- 
gehende Entwicklung der Berechnung dünner Schalen und wir wollen uns daher näher 
mit ihr beschäftigen. 

Besonders einfach gestaltet sich die Berechnung dünner Schalen, wenn man die 
Bierung vernachlässigen kann. Das ist statthaft bei sehr dünnwandigen Schalen, die so 
gestützt sind, daß an den Rändern keine Momente übertragen werden können. Man 
kann die Spannungen in Schnitten senkrecht zur Schale gleichmäßig über die Dicke Ah 
der Schale verteilt annehmen und rechnet am besten mit den Spannungsresultanten, die 
sich auf die Längeneinheit in der Schalenmittelfläche beziehen. Solche sehr dünne 
Schalen ohne Biegungswiderstand lassen sich mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen 
allein, obne Eingehen auf die Formänderung der Schale, also rein statisch berechnen, 
was selbstverständlich eine große Vereinfachung bedeutet. Sobald man an Stelle der 
Schale eine Platte hat, so gilt dies nicht mehr, wie wir oben gesehen haben. Wichtig 
sind hauptsächlich die Schalen mit Achsensymmetrie, vor allen Dingen die Kugelschale, 
die Kegel- und die Ringschale. Ist die achsensymmetrische Schale auch symmetrisch 
belastet, so genügt es, die Spannnngsverteilung längs eines Meridianschnittes zu unter- 
suchen. Aufgaben dieser Art waren schon lange bekannt. Sie lassen eine einfache 
Lösung zu und sind vielen Ingenieuren geläufig‘). Reißner hat in seiner Arbeit den 
Kreis dieser Aufgaben dadurch erweitert, daß er für eine Kugelschale ohne Biegungs- 
steifigekeit unsymmetrische Belastung annimmt. Das Gleichgewicht eines Schalenelementes 
gegen Verschiebung in Riebtung der Tangente an die Meridiankurve, ferner der Tan- 
gente an den Breitenkreis und schließlich in Richtung senkrecht zur Schale liefert drei 
Gleicehurgen für die drei Spannungsresultanten, nämlich die beiden Resultanten der 
Normalspannnngen T, und 7, und die Schubspannungsresultante S. Die Rechnung hat 
Reißner vollständig durchgeführt, indem er die Belastung und die Spannungskomponenten 
in trigonometrischen Reihen ansetzt, die nach ganzen Vielfachen des Meridianwinkels 

I) Siehe H, Hencky, Zeitschr, des Ver, deutsch. Inge. 65, 1921, 8. 976. 

?, A. Föppl, Vorlesungen tiber technische Mechanik, -Band III, Festigkeitslehre, 8. Abschnitt 
Aufgaben 
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fortschreiten. Die ursprünglich partiellen Differentialgleichungen gehen damit in einen 
Satz gewöhnlicher Differentialgleichungen über, für den sich Lösungen angeben lassen, 

Der hauptsächlichste Fortschritt der Reißnerschen Arbeit ist in,der Behandlung 
der symmetrisch belasteten biegungssteifen Kugelschale zu erblicken. Der 
Fall der nur durch Eigengewicht belasteten Kugelschale mit quer zur Randlinie ver- 
schieblichem Auflagerrand, so daß am Rand kein Biegungsmoment und keine Scherkraft 
übertragen werden kann, läßt sich, wie Reißner zeigt, mit guter Ännäherung als reiner 
Längsspannungszustand ohne Berücksichtigung der Bıegungsspannungen, also rein statisch, 
berechnen. Um den Einfluß der Biegungsspannungen zu berücksichtigen, gibt Reißner 
ein Verfahren der sukzessiven Näherung an, wobei er von dem bekannten Längsspan- 
nungszustand ausgeht und dafür die Verschiebungen der Schale an jeder Stelle berechnet 
und aus den Verschiebungen die Biegungsmomente und Scherkräfte erhält, deren Werte 
als äußere Kräfte zur Berechnung von Korıektionswerten für 7, und 7, verwendet 
werden. Diese Korrektionsweıte sind schon beim ersten Schritt klein und werden mit 
jedem weiteren Schritt immer kleiner, so daß damit ein konvergentes Verfahren zur 
Berechnung der Spannungen in der Kugelschale angegeben worden ist, das unter den 
oben gemachten Voraussetzungen für den Rand zugleich zeigt, wie außerordentlich gering- 
fügig der Einfluß der Biegungsmomente ist. 

Dieses Verfahren versagt jedoch, wenn etwa der Rand eingespannt ist, so daß dort 
Einspannungsmomente und Scherkräfte übertragen werden. Reißner behandelt auch diesen 
allgemeinsten achsensymmetrischen Fall für die Kugelschale Durch geschickte Wahl der 
vom Breitenwinkel abhängigen Veränderlichen führt er diese Aufgabe auf die Lösung 
zweier symmetrisch gebauter simultaner Differentialzleichungen zweiter Ordnung zurück, 
für deren Lösung sich das von O. Blumenthal!) entwickelte Verfahren der asvmpto- 
tischen Integration besonders gut eignet. E Schwerin‘) hat in seiner Doktorarbeit 
die Reißnerschen Ansätze an bestimmten Beispielen zahlenmäßig durchgeführt, wobei 
sehr deutlich die starke Beanspruchung in der Nähe des Randes, namentlich bei Einspan- 
nung des Randes hervortritt. Schwerin hat die Reißnerschen Ueberlegungen auch auf 
die unsymmetrisch belastete Kugelschale ausgedehnt und behandelt als Beispiel die Be- 
lastung, die ungefähr einem Winddruck entspricht. 

In diesem Zusammenhang sei auf eine neuere Arbeit von Th. Pöschl’) hin- 
gewiesen, worin die rein statische Aufgabe der Berechnung einer nicht biegungssteifen 
Kugelschale bei unsymmetrischer Belastung unter Verwendung einer Spannungsfunktion 
behandelt wird. Zunächst schließt Pöschl kontinuierlich verteilte Belastung aus und 
nimmt nur Einzelmomente an Punkten der Oberfläche an. Die zugehörige Spannungs- 
funktion muß der Potentialgleichung S’F=0 für die Kugel genügen. Es la-sen sich 
demnach die aus der Potentialtheorie bekannten Sätze anwenden. Sn folgt ohne weiteres, 
daß in einer Kugelschale keine Eigenspannungen möglich sind Pöschl untersucht mit 
seiner Methode einfache Fälle, wie z B. Einzelkräfte und Einzelmomente, die an zwei 
gegenüberliegenden Polen einer geschlossenen Kugelschale angreifen. Die Methode dürfte 
sich nach verschiedenen Richtungen ausbauen lassen. Eine Erweiterung in der Richtung, 
daß nicht nur Einzellasten, sondern auch kontinuierlich verteilte Lasten angenommen 
werden, hat Pöschl in Aussicht gestellt. 


2. Die Arbeiten Meißners und seiner Schüler. Der oben erwähnte svm- 
metrische Bau der beiden simultanen Differentialgleichungen, auf die Reißner die Be- 
rechnung der biegungssteifen Kugelschale zurückgeführt hat, läßt noch eine ganz wesent- 
liche Vereinfachung zu. Dies erkannt zu haben, ist das Verdienst E. Meißners') Er 
zeigte zunächst, daß die von Reißner mit Vorteil bei der Kugelschale eingeführten bei- 
den Veränderlichen auch ganz entsprechend bei beliebigen achsensyınmetrischen Schalen 
eingeführt werden können, und daß man damit auch auf zwei simultane Differenvial- 
gleichungen zweiter Ordnung geführt wird. Die Elimivation der einen von beiten Größen 
führt auf eine Differentialgleichung vierter Ordnung, die für den Fall der Kugel-, der 


') Zeitschr. für Mathematik und Physik 19 ‘1912, S. 136. 
*), E. Schwerin, Ueber Spannungen in svmmetrisch und unsymmetrisch belasteten Kugel- 
chalen ‘'Kuppelnp), insbesondere bei Belastung durch Winddruck<, Berlin 1918, und Armierter Beton, 


12, 1919, S. 25 


Th. Pöschl, »Die Verwendung der Spannungsfunktioneun beim statischen Schalenprobleme, 
techn. Physik 8, 1921, S. 216 
') Phys. Zeitschrift 14, 1913. S. 345 
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Kegel- und Ringschale in je zwei konjugierte Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
zerfällt, so daß für diese einfachsten, aber auch wichtigsten Schalen eine einzige Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung, die vom Typ der hypergeometrischen Differentialglei- 
chung ist, zu lösen bleibt. 

Für die wichtigsten Belastungsfälle der genannten drei Schalentypen gibt Meißner 
ferner partikuläre Integrale seiner Differentialgleichungen an. Von praktischer Bedeutung 
ist die Belastung durch konstanten Oberflächendruck, überall normal zur Schale gerichtet, 
ferner durch das Eigengewicht, wobei die Schalenachse senkrecht anzunehmen ist, und 
schließlich durch Zentrifugalkräfte, entsprechend einer gleichförmigen Rotation um die 
Achse der Schale Es ist auffallend, daß diese drei Belastungsfälle äußerst einfache 
Lösungen in geschlossener Form wenigstens bei der Kugelschale und bei der Kegelschale 
ergeben. Für Randbedingungen, die diesen Lösungen entsprechen, ist damit überhaupt 
die Lösung vollständig. So z. B. ergibt sich sofort der Spannungs- und Formänderungs- 
zustand einer geschlossenen Kugelschale etwa bei gleichmäßiger Rotation um einen Durch- 
messer. Bei der Ringschale sind die Lösungen, die den genannten Belastungsfällen ent- 
sprechen, nicht so einfach darstellbar, wie bei Kugel: und Kegelschale. 

Nachdem sich in den meisten Fällen partikuläre Integrale der Differentialgleichun- 
gen angeben lassen, die überall den Bedingungen an der Oberfläche der Schale genügen, 
muß zu diesem partikulären Integral noch eine Lösung der Differentialgleichung ohne 
zweites Glied hinzugefügt werden, wo also das von der Belastung herrührende Glied in 
der Differentialgleichung fehlt. Dieses Integral der »homogenen« Differentialgleichung 
muß so beschaffen sein, daß es zusammen mit dem partikulären Integral der »inhomo- 
genen« Differentialgleichung die richtigen Randbedingungen liefert. Diese Forderung 
macht bäufig noch eine ziemlich große Rechenarbeit nötig. Auf Anregung von E. Meißner 
haben sich eine größere Zahl seiner Schüler mit der numerischen Ausarbeitung seiner 
Methode befaßt. Es sind hier zu nennen die Dissertationen von L. Bolle') über die 
Kugelschale, ferner die außerordentlich reichhaltige Dissertation von Fr. Dubois®), der 
die verschiedensten Belastungsfälle und Randbedingungen der Kegelschale mit verschie- 
denen ÖOeffnungswinkeln durchrechnet und in übersichtlicher Weise zusammenstellt; 
schließlich die Dissertation von H. Wißler‘) über die Ringschale. Alle drei Arbeiten 
behandeln die ihnen gestellte Aufgabe erschöpfend und bedeuten eine wertvolle Bereiche- 
rung unserer Kenntnisse über achsensymmetrische Schalen. 

Eine weitere Förderung des allgemeinen Schalenproblems verdanken wir E, Meißner 
durch eine Arbeit‘), in der er auf dünne Schalen mit veränderlicher Dicke eingeht. 
Er zeigt, daß der oben erwähnte Zerfall der Differentialgleichung vierter Ordnung in zwei 
D:iferentialgleichungen zweiter Ordnung bei veränderlicher Dicke für gewisse Flächen- 
klassen möglich ist. Die Zerfallsbedirgung führte für die Dicke 4 als Funktion des 
Breitenwinkels auf eine Differentialgleichung zweiter Ordnung. Besonders wichtig ist 
sein Resultat, daß auch die Kegelschale mit linear zunehmender Dicke zu diesen aus- 
gezeichneten Fällen gehört, so daß sich auch dieser Fall verhältnismäßig leicht erledigen 
läßt. Auf Anregung von Meißner ist dieser Fall von E. Honegger’) in seiner Züricher 
Dissertation ausführlich behandelt worden. Hat der Kegel in der Spitze die Dicke Null 
und wächst sie von da aus proportional an, so läßt sich die Aufgabe mit einfachen 
Funktionen in geschlossener Form darstellen, wie Meißner in seiner oben genannten 
Arbeit gezeigt hat. 


3. Schlußbemerkungen. Durch die Arbeiten Reißners und Meißners und 
deren Schüler ist die symmetrische, biegungssteife Schale zu einem gewissen Abschluß 
gebracht worden. Trotzdem haben sich diese Arbeiten, die reichhaltiges Material ent- 
halten, das unmittelbar in der Praxis Verwendung finden könnte, noch keineswegs bei 
dem praktisch tätigen Ingenieur eingebürgert. Vielfach werden noch immer alte Erfah- 
rungsregeln den Konstruktionen zugrunde gelegt und die vollständig fertigen streng 
richtigen Resultate, die eine wesentlich wirtschaftlichere Ausnutzung des Materials gestatten 
wirrden, unbeachtet gelassen. Der Grund dürfte darin zu suchen sein, daß der Ingenieur 


ı, E Bolle, Festigkeitsberechnung von Kugelschalen, Zürich 1916. 

®) Fr. Dubois, Ueber die Festigkeit der Kegelschale, Zürich 1917. 

8) H. Wißler, Festigkeitsberechnung von Ringflächenschalen, Zürich 1916. 

*) Vierteljabrachriit der Naturforschenden Gesellschaft in Zürich 60 (1915) 8. 23 

°) EB. Honegger, Festigkeitsberechnung von Kegelschalen mit linear veränderlicher Wand- 
stärke, Luzern 1919 
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im allgemeinen nicht in der Lage ist, die in den genannten Arbeiten gewonnenen Resultate 
selbst nachzuprüfen, da ihm die mathemat'schen Vorkenntnisse, wie z. B. die Theorie der 
bypergeometrischen Differentialgleichung fehlen. Resultate, die nicht auf einfachem, dem 
normalen Ingenieur verständigem Weg abgeleitet werden können, bürgern sich erfahrungs- 
gemäß in der Praxis nicht ein. Es ist aus diesem Grund unbedingt erforderlich, einfache 
Näherungslösungen für die Schalen anszubilden, die rasch und leicht mit einfachen 
Ueberlegungen zum Resultat führen. Dabei behalten nach wie vor die oben behandelten 
strengen Arbeilen ihren Wert, indem sie für die Näherungstheorien als Prüfstein dienen. 
Einen Schritt in dieser Richtung bedeutet die Darmstädter Dissertation von 
F. Kann'). Er zeigt, daß man für Kegelschalen konstanter Dicke, die nicht zu flach 
sind, die Biegungssteifigkeit für die Meridianschnitte vernachlässigen kann, so daß die 
Ringspannungen über die Dicke gleichmäßig verteilt angenommen werden dürfen, Die 
Spannungen, die er auf diese Weise erhält, weichen nur unerheblich von den streng Ö 
gültigen Werten von Dubois ab. Indem Kann diese Vereinfachung gleich bei der Ab- 
leitung der Gleichungen einführt und als weitere zulässige Vereinfachung die Poisson- 


1 
sche Konstante — = 0 setzt, wird seine Darstellung wesentlich einfacher. Trotzdem ist 


m 
sie aber noch immer zu schwierig für den normalen Ingenieur. Es muß versucht wer- 
den, durch wesentlichere Vereinfachunrgen Resultate zu erzielen, die einfacher ableitbar 


sind und dabei von den strengen nicht allzu sehr abweichen. Es wäre denkbar, die 
| Differenzenmethode mit Vorteil auf die Schalen anzuwenden, ähnlich wie es von Marcus 
bei Berechnung der Platten geschehen ist. 124 


KURZE AUSZÜGE 
Festigkeitslehre. 


Zur Bestimmung der Querdehnungs- die Beobachtung einer deutlichen elastischen 
zahl elastischer Körper hate Cornu 1869 Nachwirkung an. Bei sämtlichen untersuchten 
ein Verfahren angegeben, das auf der Beob Glassorten zeigte sch ein deutliches Wandern 
achtung der Krümmung der sattelförmigen Flä- der Interferenzstreifen. Der Elastizitätsmodul 
che beruht, nach der sich die flachen Seiten nahm unter konstant gehallener Last während 
eines bre.ten rechteckigen Stabes krümmen. einer Versuchsdauer von 1 bis 2Stunden un 
wenn der Stab in seiner Längsrichtung durch etwa 1 bis Zvll senes ursprünglichen Wertes 
zwei Momente auf re.ne Biegung beansprucht ab, während die Poissonsche Zahl (sie er 
wird. Die Querdehnungszahl ist dem Verhält- gab sich im Mittel gleich 0,21) um Beträge 
nis der Krümmung in der Längsrichtung zur von ähnlicher Größenordnung zunahm. 

Krümmung in der Querr chtung gleich. Cornu Eine weitere Modifikation des Verfahrens gib! 
FR machle die Schichtenlinen der Sattellläche H. Carrington (Phil. Mag. 41, 1921, S 
(en System von JIlyperbeln mit gleichen 206— 211) an, der zur Beobachtung der Krünm 
Asymptoten) durch interferenzstreifen s.cht- mungen des verbogenen Stabes vier Spiegel 
bar, de er vermöge einer an den verbogenen verwendet, die die Verdrehung von vier Nor 
| Stab angelegten Glasplatte erzeugte Die malen der Sattelfläche (zwei für die Biegung 
Poissonsche Zahl ergibt sich gleich dem in der Längs- und zwei für die in der Quer 
Quadrat des Tangens des Winkels, den die richtung) anze'gen. Auf Grund dieser Anor«d 
| Asymptloten mit der Stabachse bilden. Strau- nung können an einem Probekörper gleich- 
| bel hat 1899 (Ann. d. Phys. 1899 S.369)) mil zetig der Elastizitätsmodul und die Querdeh- 
diesem Verfahren die Poissonsche Zahl von nungszahl bestimmt werden. Für diese lelz- 
optischen Glassorten bestimmt. Nun hat H tere fand CGarringlon die nachfolgenden 
Jessop neuerdings (Phil. Mag. 42, 1921 S. Werte: Stahl 0,235, weiches Eisen 0,215. 
591-568) de Versuchsansrdnung von CGornu Messing 0.333. Kupfer 0.505. Aluminium 0,313. 
verbessert und sorgfältige Messungen zur Be- 
stimmung der Elastizitälskonstanlen von ver- Bestimmung des normalen Dämpfungs- 
sch’edenen Glassorten an rechleckigen Stäben widerstandes von Metallen, Zur Erklärung 
ausgeführt. Er verwendet monochromatisches des raschen Abklingens der in einem Melallstab 
Licht und zur Ausmessung der Interferenzsirei- erregten longilud:nalen Schwingungen führen 
fen einen Komparalor. Wir führen hier als Honda und Konno (Phil. Mag. 42, 1921, 
bemerkenswertes Ergebnis seiner Versuche S. 115—123) einen normalen Zähigkeitswider- 


!) Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Eisenbetons, Heft 29, Berlin 1921. 
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stand en, den sie in erster Näherung den 
(refälle der Verschiebunggeschwindigkeit in der 
Längsrichtung des Stabes proporlional anneh 
men. Den Proportionalitätsfaktlor bezeichnen 
sie als normalen Zähigkeitskoeffizient,. Sie 
bestimmen ihn aus dem Abklingen der celasti- 
schen BDiegungsschwingungen von dünnen Me 
tallbandern. Zur Erniedrigung der Frequenz 
trugen die an dem enen Ende in eine Klemm- 
vorrichtung engespannten, lotrecht herabhän 
senden Metallstreifen an dem andern Ende ein 
Bleigewicht. Die Versuche wurden in einem 
Iuftverdünnten Raum ausgeführt. Es ergaben 
sich für den Zähigkeitskoeffizient (in 10» 
bei Zimmertemperatur die 
Werte: Kupfer 4.83. Aluminium 0,822, Nickel 
>,05.-Messing 1.55. Stahl 5 bis 7. Auffallend 
hoch war der Wert für gewalztes Zink, nänı- 
lieh 27.4. Während die Werte für die kaltbe- 
arbe:teten Metalle mit wachsender Amplitude 
der Schwingung nur wenig veränderlich wa- 
ren. nahm der Zähigke.tswidersland der aus- 
seglühten Metallstreifen slark mit der Ampli 
Iude zu 


Die Elastizitätskoeffizienten von Holz- 
arten, im Flugzeugbau Anwendung finden, 
ind von Carrinton (Phil. Mag. 41, 1921, 
818 860° mittels Verdrehungsversuche an 
rechteckigen Prismen bestimmt worden. Die 
Symmelrieachsen der Versuchskörper fielen mil 
den Wachstumsrichlungen des Holzes zusam 
men: vier Kanten der Prismen waren zur 
"aserrichtung parallel, außerdem waren ihre 
\bmessungen so klein angenommen, dab die 
lahrringe in ihrem Innern angenähert ein 
Bündel paralleler Ebenen bildeten. Diesen 
war überdies ein Seitenpaar parallel. Die 
Versuchskörper konnten als elaslische Körper 
mil dreifacher An’sotropie beirachltei werden 
Das verschiedene elast sche Verhalten des Ilol- 
zes in der Faserriehtung und in den Richtun- 
sen senkrecht und parallel zu dem Ebenen- 
hunde! der Jahrringe wurde durch exakte Be- 
stimmung des Schubmoduls schön bestäligt. 
ls ergaben sich drei versch’elene Werte des 
Schubmoduls. je nachdem die Stabachse mil 
der ersten. der zweiten. bezw. der drillen 
Hauptrichlung der Anisotropie zusammenfiel. 
Die drei Werte verhielten sich in einer Ver 
suchsreihe wie die Zablen 


Bei «den von Otto Graf gemachten 
Druckversuchen mit Holz (Rauing. 
S, 408-501) wurde die  Widerstandsfähigkeit 
von Balken quer zur Faser gegenüber kon 
zentrierler Belastung geprüft. Die Balken ha! 
ten einen rechteckigen Querschnitt und waren 
auf einer Seite sorgfältig unterstützt. Zu 
Übertragung des Druckes dienten auf der gegen 
uberliegenden Seite aufgelegte Stahlplatten von 
veraänderlicher Breite. \ußer der Belasfuna 
wurde die Zusammendrückung des Holzes un 
ter der Druckplatte gemessen, Aus den Versu- 
chen ergab sich. daß die Zusammendrückung 
unter gleicher Flächenspannung mit der Breite 


der Druckfläche abn'mmt. Sie betrug 1vH der 
Höhe bei einem quer zur Faser beanspruch- 
ten Würfel unter 10 kg/cm? spez. Flächenbe- 
lastung. Bei einem Balken von demselben 
(Querschnitt wie der Würfel wurde die glei 
che Zusammendrückung erst bei einem dop- 
pe!lt so großen Druck m.t der g’eichen Druck- 
läche erreicht. 


Bemerkenswerte Mitteilungen über die 
in Metallen vorkommenden Eigenspannun- 
gen sind in einem Aufsatze von E. Heyn 
Naturwissenschaften 1921. S.321—325) en! 
halten. Der Nachweis, ob in einem Körper 
Kigenspannungen vorkommen, kann durch Zer 
legen desselben in mehrere Teile erbrach! 
werden. Wenn die Abmessungen der einzel 
nen Tele nach der Zerlegung sich nicht ge- 
ändert haben, waren im Körper keine Figen- 
spannungen vorhanden. Ent’ernt man z.B. die 
äußere, gespannte Mantelsch’cht einer in kal- 
tem Zustand gezogeven Rundstange durch Ab- 
drehen auf der Drehbank, so entaastet sich da 
durch das unter «den entge sengeselzt gerich 
telen Spannungen stehende Innere der S!ange 
in dem Maße, wie die äußere Schicht ent- 
fernt wird. Das Vorhandensein von Eicen 
spannunzen äußert sich in der entsprechenden 
elastischen Deformaltion des Stabinnern, Au! 


lese Art konnte Heyn die Eigenspannungen 


in Werkstücken die durch Kaltziehen, Kalt- 
walzen usw. hergestellt waren, nachweisen 
Diese Selbstspannungen können unter Um 
stinden die Bruchgrenze erre chen, wie man 
beispielsweise bei den Schaufeln von Dampf- 
turbinen festgestellt hat.’ In gewissen Kon- 
struktionen oder Bestandteilen von Maschinen 
bedient man sich ihrer in Nutzen bringender 
Weise zur Entlastung gespannter Teile (Ring 
seschütz). Das in der Praxis häufig beob 
achtete Aufre’ßen von Messingrohren. ohne 
eine erkennbare Ursache dazu An!ab zu ge 
ben scheint. wird ebenfa!ls auf die bei der Heır- 
stellung der Rohre entstandenen übermäßigen 
KEigenspannungen zurückgeführt. Eine kaum 
wahrnehmbare Verletzung der Oberfläche des 
kohres genüzst,. um das Einre Ben auszulösen. 


Über Veredelungsverfahren mit in- 
ländischen Metallen und die während (des 
Krieses mit Ersatzmetallen gemachten TYrfah 
vungen berichtet Hanszel in der Zeitschrift 
für Metallkunde, 13, 1921 8.209-219. Als 
Ersatzmetall für das Kupfer. beziehungsweise 
das bis zu 60vH Kupfer enthaltende Messing 
mußte das in größeren Mengen verfügbar: 
Zink in Aussiehl genommen werden. Reines 
/ink erstarrt unler dem Schmelzfluß in einem 
arobkristallinen. mit Spalten und Rissen durch 
setzten (refüge. es Ist infolgedessen sehr spröde 
Das Veredelungsverfahren beruht entweder in 
der Verdichtung durch Pressen oder in der 
Legierung mit anderen Metallen, Preßzink 
zeigt ein feinkörniges Geltige. Die Festigkeits- 
zahlen des gepreßten Zinks snd gegenüber 
dem Gußzink wesent! ch erhöht. Mit der Tem- 
peratur ändern sich jedoch die Eigenschaften 
sehr; bei 125° ist beispielsweise die Zerreiß 
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festiskeit die Hälfte der bei 20%. Auch durch 
das Lasern sind unter Umständen Änderungen 
des kr'stallinischen Gelüges bedingt. Während 
die ersten, als Ersatzmelalle eingelühr‘en Zink 
legierungen sich als wenig widersiandfähig 
erwiesen, bewährte sich später ein aus 6 vll 
Kupfer, 5vIl Alumin’um, Rest Zink hergestellle 
Legierung. Schließlich erh’elt man im  „le- 
s’erten Preßzink“ durch die vereinigten Mittel 
des Legierens und Pressens e.n Ersatzmelall 
für Messing. 


Eine Theorie der Verfestigung von 
metallischen Stoffen veröffentlicht E. Heyn 
in der Festschrift der Kaiser Wilhelm-Geseil- 
schalt, de zu ihrem zehnjährigen Jubiläum 
herausgegeben wurde. (Verlag von J. Springer, 
Berlin 1921, S. 121—151.) Auf der zuerst von 
Bauschinger untersuchlen Eigenschaft der 
Metalle und ihrer Legerungen, daß sich ihr 
Widerstand gegenüber ener bleibenden Fornı- 
veränderung nach einer vorausgegangenen De- 
formation erhöht, wenn die Kraft im g’eichen 
Sinne weterwirkt, beruht bekanntlich eines 
der Hauptmitte! der Me allurgie zur Erhöhung 
der Widerstandfähiskeit (zur „Vergülung‘) me- 
tallischer Baustoffe. Diese Erhöhung der FlieB- 
grenze nach einer vorausgegangenen be.benden 
Delormalion wird auch als Verfestigung be- 
zechnet. Die älteren Arbeiten über die Bild- 
samket der Metalle JTresea, St. Venant) 
haben auf sie keine Rücksicht genommen, in 
dem in ihnen die Annahme gemacht wurde, 
daß zur Aufrechterhaltung plastischer Ver 
sehiebunsen von bel ebiger Größe die Überwin- 
dung enes glechbleibenden Wertes der gröb- 
ten Schubspannung erforderlich sei. wobei die 
srößte Gleitgeschwindigkeit an jeder Stelle des 
fließenden Metalles mit der Richlung der größ- 
ten Schubspannung zusammenfällt. Es hal 
sich später gezeigt, daß man auf Grund der 
allgemeineren Mohrschen Ansätze für gewisse 
Metalle über die beg’nnenden plastischen Ver- 
sch’ebungen zu sehr brauchbaren Aussagen ge 
langt. Man braucht dabei die Verfestigung 
bei gewissen Metallen nicht zu berücksichti- 
gen, solange die Verschiebungen klein im 
Verhältnis zu den Körperabmessungen (von 
der Größenanordnung der elastischen) sind. 
In der Mechanik der großen bleibenden Form- 
änderungen tritt das Festigungsgeselz 
hinzu, weiches den Zusammenhang der Grenz- 
schubspannung mit den bereits vollzogenen 


bildsamen Verschiebungen zum Ausdruck 
bringst. 


Während die meisten Bearbeiter der Mecha- 
nik der bldsamen Stoffe diese in einem ge- 
wissen Gegensatz zu den elastlisch-festen Kör- 
pern behande ten, betont nun Heyn in seiner 
Stud.e über die Verfestigung von Anfang an 
eine innige Wechselwirkung zwischen den bei- 
den Arten von Formänderungen. Die Teilchen 
der vollkommenen Flüssigkeiten sind bis zu 
den molekularen Dimensionen gegeneinander 
verschiebl ch. Beim Fl’eßen der fe ten Metalle 
wandern Grupp°n von Telchen: Molekü'schich- 
oder Kristallitenaggregaie. Das fließende 
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Meta!l kann aus zwei Teilen zusammengesetz! 
gedacht werden, einem bildsamen P, der fließt, 
und einem Teil «, der auch oberhalb der 
Grenzspannungen der Plastizität nur elasltı 
sche Formänderungen vollzieht. Ein wmecha 
nisches Modell eines derartisen Verbundkör- 
pers wäre beispielsweise Plastilin, in das kleine 
Schraubenfedern aus Stahl eingestreut worden 
sind. In desem wird der Teil B sich nicht 
deformieren können, ohne die Federchen « 
mit zu spannen. Das Fließen muß also unter 
wachsender Spannung vor sich gehen, Dabei 
ist de Annahme des Verbundkörpers unwe 
sent'ich, de Bestandteile « und 3 können dem 
seben Stoff angehören. Eine Folge d’eser An 
nahme über den Mechanismus des Fließvor 
ganges ist, daß das Metall nach der Entlastung 
aus dem Fl’ießzustand sch nicht bis in seine 
kleinsten Tele entspannen kann. Wie bereits 
erwähnt wurde. vollziehen sich die bildsamen 
Veränderungen in den Kristallkörnern und ihre 
ble’benden Versch'ebungen gegeneinander n cht 
gleichmäßig, sondern bezirksweise, Jeder blei- 
bend verzerrle und verschobene Bezirk mul 
sich notgedrungen den für die Verschiebung 
notwendigen Raum verschaffen, er zwängt sch 
in seine elastisch widerstrebende Umgebung 
hinein, In der Umgebung jedes plastisch ver 
änderten Bezirkes entsteht ein Spannungss\ 
stem im elastischen Teil des Körpers. Diese 
offenbar den Regen  statistisch-gleichmäßiger 
Verteilung gehorchenden Systeme bilden et 
wesentliches Charakteristikum für den Ver 
festigungsvorgang. nennt sie die „ver 
borgenen elastischen Spannungen“. unter- 
scheidet sie von den „Reck“- oder Eigenspan 
nungen, die ebenfalls in einem Körper zurück 
bleiben, der über die Fließgrenze beanspruch! 
war. Jene sind nach statislischem Geselz ve 
teilt, diese d’e Folge der bleibenden Formänd: 
rungen endlicher Körperteile Sie dienen 
ihm für eine Erklärung der elastischen Hvste- 
resis, ferner für die von Bauschinger [les!- 
sestellle Ern’elrigung der Quelschurenze (Flieb- 
grenze für Druck) nach einer bleibenden Ver 
längerung des Stabes, schließlich für die Ver- 
minderung des spezifischen Gewichtes, die man 
nach dem Fließen in den Metallen beob 
„chtet hat. 


Die Blaubrüchigkeit des Eisens hängt 
nach einer Untersuchung von F. Körber 
‘Festschrift der Kaiser Wilhelm-Gesellschaft. 
1921, S. 138-115) mit ener mechanischen Be 
arbeitung desseiben unter gewissen Tempera 
turen zusammen, Wenn Eisen auf 2009 bıs 
300° erwärmt und bei «dieser Temperatnı 
mäßig vorgesltreckt wird. (um. 10 vH). zeigt 
es nach seiner Abkühlung die .charakteristi 
schen Merkmale der .‚Blaubrüchiskeit“, näm 
lich e'ne Herabminderung der Bruchdehnun« 
und eine Erhöhung der. Fließsrenze und de: 
Zugfestigkeit. Es wurden Eisenstäbe auf 100 
200, 250. 300 und 400° erwärmt und bei diesen 
Temperaturen vorgestreckt. Aus den mit den 
erkaltetien Stüben vorgenommenen Zerreißver- 
suchen ergab sich ein ausgeprägtes Minimum 
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der Bruchdehnung bei den Stiben, die vorhe: 
bis zur Blauwärme (250%) erh.tzt waren. 


W. Rosenhains Theorie der Härte 
der Mischkristalle bildenden Legierungen. 
(Proe. Roy. Soc. Ser. A.99. 1921, 1965—2U2.) 
Bekanntlich wird die Fließgrenze und die 
HHärte eines Metalles durch geringe Zugabe 
eines andern erhöht. manchen Legierungen 
ist ddese Änderung an der Bildung eines neuen 
Bestandteiles im Geiüge erkennbar, der selbst 
härter und meist spröder als das reine Metall 
ist. In einer großen Gruppe von Legierungen 
wird durch das zusätzliche Metall keine neue 
Phase gebildet. Die Poliäder, aus denen sich 
das Gelüge dieser Legierungen aufbaut, sind 
von der nämlichen  kristallinischen Bauart. 
wie die des Basismetalls. Die Härte und die 
l"estigkeit dieser zweiten Gruppe von Legie 
rungen erweist sich ebenfalls höher, als di« 
ler Bestandteile. So ist die Brinellsche Härte 
‚zahl von ausgeglühlem Kupfer 35; die einer 
Kupfer-Zinklegierung mit 30 Zink 57 

Nach den Untersuchungen von H. und W 
Bragc mit Hille der Röntgenstrahlen be 
stehen die metallischen Kristalle aus vegel- 
mäßigen räumlichen Anordnungen der Atome 
wobei die einzelnen Metalle sieh dureh die Art 
ihres Gitters und durch die Größe’ der Identi- 
tälsabstlände innerhalb dieser letzteren unler- 
scheiden \lischkristalle. das sind teste Lö- 
sungen von einem Metall BP in einem andern 
(. sind nun in dem nämlichen Raumpgitler, wii 
das Metall A aufgebaut, mit dem einzigen 
Unterschied, daß eine Anzahl von Baugliedern 
von A durch Atome von D erselzt ist. Di: 
\ufnahmefähigkeit des Raumgilters von 
tr die Atome von PB wird offenbar von der 
Verwandtschaft der beiden Alomarien abhän- 
ven. Je ähnlicher sie sind, in einem desto 
stärker veränderlichen Verhältnis werden die 
Bestandteile ‚A und D in dem einen oder in 
lem andern Gitter aufgenommer werden 
können. Beispiele mit verwandlen 
teilen sind die Legierungen  Eisen-Nickel, 
Silber-Gold 

Bei größerer Verschiedenheit der Bestand 
ieille werden dese an jedem Ende der Misch- 
harkeitsreihe nur bis zu einer bestimmien 
Konzentralion in dem Raumgitier des PBasis- 
melalles aufgebaut, sind d.ese Grenzen erreicht, 
s» kommen die Raumg tler der beiden Alom- 
arten nebene’nander vor, wobei jede der bei 
den Kristalllypen den andern Beslandteil in 
sesätlister Lösung enthält. 


Das Gitter des DBesltandteiles A wırd in- 
jolge der in, ihm eingelagerten Atome von B 
sestörl. Wenn die Egenschalten der Alonı- 
arten A und RB merklich verschieden sind, 
werden die Eigenschaften des Gillers 
durch die Zugabe von geringen Mengen von D 
sich bereits stärker ändern 

Da die Bildsamkeit der Metalle (insbe- 
sondere der reinen Metalle) auf der Fähigkeit 
ihrer Kristalle beruht. Gleitflächen ohne Bruch 
ilden zu können. wird es verständlich, daß 


durch die Änderung der Eigenschaften des 
Gilters die Widerstandslähigkeit gegen bleibende 
Verschiebungen, d.h. die Härte des Stofles 
sich ändern werden. Je größer die Verwandt- 
schalt der Alomarten A und ist, umso 
mehr kann der eine Bestandteil von dem 
andern in fester Lösung aufnehmen, ohne dab 
dadurch de mechanischen Eigenschalten des 
(illers sich wesentlich ändern. Die Legierun- 
sen dieses Typus, wie Eisen-Nickel, Silber- 
(‚old werden hins'chtlich ihrer IHlärte keine 
srößeren Unterschiede aufweisen. Je weniger 
verwandt A mit 2 ist, umso geringer ist 
die Teste Löslichkeit des einen Melalles im 
ındern, aber umso durchgreifender ist «die 
Veränderung im Baumg.ttr, also auch die 
Hlärtung des einen Beslandleiles durch den 
andern. Diese Überlegungen führen somil zu 
dem Schluß, daß die llärtung eines Melalles 
durch ein anderes in erster Näherung umge- 
kehrt proportional seiner festen Löslichkeit 
sein wird. Zur Bestäligung dieser Annahm«ı 
Rosenhain die nachfolgenden drei 
l.esierungen des Kuplers mit seinem größten 
Wert des gelöslen Bestandteiles an: 

Kupfer mit 36 Atomprozenlen Zink, 

Aluminium, 


Zinn. 

Die Härtung des Kupfers durch diese drei 
\letalle erweist sich talsächlich umgekehr! 
proportional ihrer Löslichkeit. Während das 
an erster Stelle stehende Messing noch sehı 
dehnbar ist, nimmt die Bildsamkeit der Cu Al 
l.egierung mit wachsenden Al-Gehalt rasch 
ab; d’e Dehimbarkeit der dritten ist bereils bei 
einem Ziungehalt von praktisch erschöpft 

Wenn man bedenkt, dab selbst die Zweı- 
stofflegierungen hinsichtlich des Zusammten- 
hanges ihrer Vestigkeilseigenschaften mil ihrem 
kristallinen Feinbau nach den neueren Tor- 
schungen noch als recht komplizierte Gebilde 
zu betrachten sind und daß eine mechanische 
Deutung der B.ldsamkeit und der Bruchspan- 
nungen im homogenen Kristall eine sehr 
schw.’erige Aulgabe ist. erscheint es vie!le cht 
nicht unangebracht darauf hinzuweisen. dab 
ein Port chritt für die Mechanik vorerst aus 
experimentellen Untersuchungen der  Testig 
ke:tseigenschaften einheillicher Kristalle im 
Sinne der Versuche von Reusch und von 
Mügge zu erwarten ist 


Nach einem Vorschlage von Ch. Fre- 
mont (C. R. 172, 1921, S. 146—148) sollen 
zur Bestirmung der Festigkeit von dünnen 
Blechen als Prohekörper kreisförmige Platten 
verwendet werden, deren Düurehmesser elwa 
achtmal so groß wie ihre Dicke ist. Die Schei- 
ben werden über einem Gesenk mit einem 
kreisförmigen Loch durch einen Stempel ver- 
bogen. A!s Wertziffer dent d’e Last, bei der 
die ersten Anzeichen eines meist kreistörmig 
verlaufenden R'sses beobachtet werden. Wesen 
des allmählichen Fortschre:tens des Risses 
sche'nt de Angabe der Bruchlast wenizer von 
Bedeutung zu sein und kann wunlörbleiben 
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Einige Aufnahmen zeigen deutlich die Enl- 
wicklung des Risses bis zur völligen Trennung, 
Der Versuch soll auch in einem Schlagwerk ge- 
macht werden können und dient in diesem 
Falle als Zähigkeitsprobe. Zur Erzielung ein- 
wandireier teehnologischer Werleziflern wird 
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es auf die zentrische und gleichmäßige vr 
teilung des Druckes über der Fläche des Stem- 
pels ankommen, Es ist fragl:ch, ob die vorge- 
schlagenen einfachen Mittel zu ihrer Inne- 
haltung ausre.chen 
Göllingen. \. Nädai 130 
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ESSELBORN, Lehrbuch der Mathe- 
matik. Bände Leipzig (Wilh. Engel: 
mann) 1920. Band I: XIV—-6438. Band Il 
XXIV -- 77088. 

Das umlangre'che und in ausführliche: 
jrete angelegte Werk enthält die gesamile 
Elementarmathematik, analylische Geometrie, 
Dilferential- und Integralrechnung, sowie die 
Mechanik einschließlich der Festigkeitslehre 
und Baustatik. Es zerfällt in neun Kapitel. 
deren Überschriften samt Namen der Beaurbei- 
ter hier folgen mögen: ]. Algebra (F. Meisel 
in Darmstadt, 147 S.), Il. Geomelrie der Ebene 
und des Raumes (E. H. Schütz in Bremen. 
269 S.), III. Darstellende Geometrie (H. Roth 
in Stultgart, 167 S.), IV. Schaltenkonstruk- 
tionen (ders.. 50 S.), V. Perspektive (ders.. 
34 S.), VI. Trigonsmetrie (G. Ehrig in Leip- 
zig, 52 S.), VII. Analytsche Geometrie (ders 
115 S.). VIll. Differential- und Integralrech- 
nung (ders., 186 S.),. IX. Mechanik (Georg Chr 
Mehrtens in Dresden, 107 S.), X. lesligkeils 
(ders.. 91 S.), XI. Baustatik  (ders.. 
202 S.). Ein ausführliches Inhaltsverzeichnis 
und ein alphabet'sches Sachregister erleich- 
tern die Handhabung der beiden Volumen 
Nach dem Vorwort ist das Werk »nicht nur 
für Studierende technischer Lehranslalten und 
llochschulen, sondern auch für jüngere. be 
reits in der Praxis stehende Techniker be 
stimmtl«. 

Es ist vornherein zu bemerken, dab das 
so umfangreiche Werk mehr in die Breite 
als in d.e Tiefe geht. Die Darstellung ist zum 
Feil reichlich ausführlich ausgesponnen, von 
vielen Zahlenbeispielen und besonderen Auf 
gaben begleitet, die zum Teil eine gedanklich« 
Erweiterung enthalten, zum größeren Teil abeı 
einfache Übertragungen des Textes auf beson- 
dere Zahlenwerte sind. Hierdurch erhält zum 
mindestens der mathematische Teil mehr den 
Charakter eines ausführlichen Schulbuches. 
Dieser Eindruck wird noch verstärkt durelı 
zahlreiche Einzelhe.ten, die wohl den Lehre: 
einer Mittel- oder höheren Schule und den 
durch ihn geleiteten Schüler, weniger den 
Techniker interessieren, der dafür nicht viel 
Zeit und Gedanken hat, wie z.B. die Berech 


nung der Seite des regelmäßigen 6.2 -Ecks oder 


die sechs verschiedenen Beweise des pythago 
veischen Lehrsatzes. So scheint uns das Werk 
mehr für Schul- als für Hochschulzwecke ge- 
eignet. Für technische Hochschulen kommi 
es schon aus dem Grunde kaum in Frage. 
weil zahlreiche für den akademischen Inge- 


nieur wichtige Teile überhaupt dehleu, sv 
z.B. die ganze Lehre von den Differential- 
sleichungen, die Vektorenrechnung, die harmo- 
nische Analyse, die zeichnerischen und rech- 
nerischen Integrationsverfahren, die malhemna- 
lischen Instrumente: nicht einmal der Rechen- 
schieber, noch das Planimeler sind zu finden. 
Ferner fch!en z.B. in der darstellenden Geo- 
metrie die für den Bauingenieur so wichtigen 
Verfahren der kotierten Projektion, in der 
Mechanik die Grundlagen der Hydrodynamik 
u. a. m. 


Man könnte indessen mit der Beschränkung 
uf die elementaren Gebiete wohl zufrieden 
sein, wenn nicht gewisse beinahe klassisch zu 
nennende Fehler, denen der diabolus matlle- 
malicus Unsterblichkeit verliehen zu haben 
scheint, auch hier ihr Wesen trieben. Dem 


Sachverständigen sind sie — beinahe hälte ich 
gesagt: liebe — alte Bekannte. Der Häuptling 


dieser Gesellen, Jz=dzx, steht prompt 
da, wo man ihn sucht (II, S. 147), samt den 
zugehörigen unverständlichen Textauslassungen. 
Der Satz von Rolle und der Mittelwertsatz 
(II, S. 202 und 203) sind falsch angegeben, weil 
nur die Stetigkeit der Funktion vorausgeselz! 
wird, usw. usw. Der Beweis des binomischen 
l.ehrsatzes (besser Reihe) für nicht ganze 
positive Exponenten (I, S. 132) ist gewiß nich! 
"richtig, schon weil dort garnicht der Konver- 
benzbegriff gebraucht wird. Wenn ferner 
[. S.313) gesagt wird, daß x eine Lranszen- 
(lente Zahl ist, »also eine Zahl. die sich durch 
keinen endlichen algebraischen Ausdruck dar 
stellen läßt«. so zeigt dies. daß dem Bearbeiter 
der Begriff der transzendenten Zahl nicht ganz 


klar ist. Der Satz: »Die Bewegung eines 
seiner (se. eines geometrischen Körpers 


Punkte legt die Bewegung des ganzen Körpers 
fest« (II. S. 411) ist unverständlich. Die Zahl 
solcher Ausstellungen ließe sich noch ver- 
mehren. 

Immerhin wird das Buch, mit Kritik ge- 
iesen, manchen Nutzen stiften können; ins- 
besondere wird es für technische Fachschulen 
recht brauchbar sein. wo es ja mehr auf den 
Drill und die Rutine im Gebrauch der For- 
neln als auf das volle Verständnis der inneren 
Zusammenhänge ankommt. In diesem Sinne 
soll das Werk empfohlen werden, zumal äußere 
Anordnung, Übersichtlichkeit des Textes, Fi- 
guren und Druck sehr gut sind. 


Berlin. den 30. Oktober 1921 
R. Rothe. 120- 
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Dr.-Ine, ©. BACH. Klektrizität und 


Festiekeit. Die für die Technik wichtigsten 


Siitze und deren erfahrungsmäßige Grundlage. 
Achte vermehrte Auflage unter Mitwirkung 


von Professor R. BAUMANN. Berlin, Springer 


1920 

Bücher, aus denen Generationen gelernt 
haben, führen im  Bewußtsen dieser Gene- 
ationen ıhr eigenes von der Persönlichkeit 
des Verfassers ganz getrenntes Kigenleben 
So bezweille ich, dab de große Zahl von Inge 
nieuren und Studenten, die aus den Bachschen 
Büchern ihr Wissen geschöpft haben, von der 
wahren Persönlichkeit de'es großen Vertreters 
der Ingenieurwissenschalt immer den wich 
tigen Eindruck gewonnen haben 
ıls Student sich gewöhnt, die Bachschen 
Btieher. insbesonders die »Maschinenelemente 
ls en Nachschlagewerk, als eine Art höhere 
Hütlex zu betrachten, in denen all das zu 
sımmengelragen ist, was ein Ingenieur au! 
dem betrellenden Gebiele braucht. Erst wenn 
nan sich etwas in die Bücher vertieft, sieht 
una den himmelhohen Untersch ed gegenüber 
erkenmmt 
am allen KBeken den YVorschergeist, den 
lie Liebe zur Wahrheit, dieses einzig rielı 
iwen Prülfstein aller physikalischer Theorien 
alle anderen Gesichtspunkte seht. 

Durchaus falsch ist de allgemeine Meinung 
iber Bachs Stellung zu der theorelischen 
siigen wir präziser mathematischen Behand 


une der technischen Probleme. Viele Prak 
tiker halten ihn für Vater und Beschülzer dei 
insenieurmäßigen Behandlung« Iheorelischer 


Kragen. Nun ist es ohne Weiteres zuzugeben 
daß Bach einer derjenigen war, die nie müde 
seworden sind, zu betonen, daß jede Nalur 
wissenschaft und handle es sich um die ab 
straktesten Theorien letzten Endes auf em 
pivischer Grundlage beruht und dab er gegen 
nillose Rechnereien protestierte, deren Um 
tändliehkeit und Genauigkeit mit der Sicher 
heit der empirischen Grundlagen nicht in 
Verhältnis stand. Er hat jedoch auch nis 
elwas übrig gehabt für dejenigen, die unteı 
ingenieurmaßig eine Behandlungsweise me 
chanisch -physikalischer Aufgaben verslehen, 
die beliebig falsch sein darl, wenn sie nur eim- 
Yach ist. 

Bezüglich der Stellung GC. v. Bachs zu den 
Iheoretischen Wissenschaften sind für mich 
seine eigenen Worte maßgebend: erstens 
der Satz in dem Vorwort zur siebenten Aul- 
seiner »Elastizität umd Hestigkeit«, den 
eh voll zitieren möchle 

Dabei ist es von Interesse, zu beachten, 
In. während zur Zeit der ersten Herausgabe 
Ies Buches der Mangel an Erfahrungsmalerial, 
ın Versuchsergebnissen es war, der die maßbe- 
malischen Entwicklungen häufig von vorn 
herein nieht fruchtbar werden ließ, heute 
und schon seit längerer Zeit ein solcher Mangel 
nicht mehr besteht, vielmehr die Sachlage der- 
art ist. daß recht viele Versuchsergebnisse 
der weiteren mathematischen oder, allgemeiner 


Band 


gesprochen, der zusammenfassenden geistigen 
Verarbeitung harren, 

/;weilens erwähne ich die Auslührungen 
von wunderbarer Klarheit und Bestimmtheit, 
denen er in der Ze tschr. d. Ver, deutsch 
Ing. <1920 8. 1605) zu den schwebenden Fra- 
sen der Umgestaltung der Hochschulausbildung 
für Ingenieure Stellung genommen hat. Gegen- 
über den geläulisen Schlagworten von der Aus- 
von Führernalturen und von «der wirt- 
schaftlichen Durchdringung des Unterrichts 
stellt er als Anfang und Ende «die Teste 
mathematisch - naturwissenschaflli- 
che Grundlage hin, wobei z.B. als Ar- 
sument erwähnt wird, daß die älteren In- 
»enieure die Umwälzung der gesamten Technik 
in den letzten Jahrzehnten ohne die gründ- 
liche Aus- 
bildung, de sie seinerzeit erhalten haben, nie- 
mals hätten mitmachen können. 

Im Sinne eines echten Bachschen Geisles 
man «der »Elastzilät und Testigkeil« 
wei Punkte bemängeln. Im Interesse «der 
(ründlichket der Anschauungen und der 
.xakltheit der Begriffe insbesonders des Be- 
swilfs »Spannungszustand«, gehört das Wesent- 
liche von dem Inhalt des letzten Kapitels 
‚allgemeine Beziehungen über Spannungen 
Kormänderungen« wenn auch nicht im 
mäalhemalischer sondern anschaulicher Dar- 
‚tellung an die Spitze. Dieser Umsland, daß 
ler Begriff des allgemeinen Spannungszuslan 
les fehlt, racht sich v.elfach in Beurteilung 
ler Versuchsergebnisse: die Gesichtspunkte der 
modernen allgemeinen gkeilstheorien 
Mohrsche Theorie usw.) kommen: z.B. nich! 
zur Anwendung, Damit hängt vielleicht auch 
lie Haupteinleitung des Stoffes: Normalbe- 
anspruchung Schubbeanspruchung, zusamı- 
men, eine Klassifikation, die weder vom Iheo 
retischen noch vom  praktschen Standpunkt 
us einwandfrei ist, 

Zweitens ist es zu bedauern, dab bei der un 
gemeinen Fülle von anregenden Probleme: 
und eines ausgedehnten Versuchsmalerials, der 
Ilinweis, was theoretisch geklärt und was 
ungeklärt ist, vielfach unterbiieben ist oder 
ein einfaches Zitat sich beschränkt. So ist die 
Behandlung des Knickproblems keneswegs au! 


der Höhe. Es fehlt der Anschluß an die 
klassische Theorie der KElastica {Berücksich- 
ligung endlicher Krümmung). dureh welche 


die ganze Sachlage erst begr.fflich klar wird, 
und es fehlt auch die heatzulage vollkommen 
sichergestellte Theorie der Knickung jen- 
seils der Proport:onalilätsgrenze Ich denke 
eine Ergänzung des Buches, die den theo- 
retischen Fortschritt für den Praktiker be 
arbe.tet, läge gerade in der Richtung seines 
Verfassers, 

Wenn wir auch bedauern müssen, daß die 
genannten Gesichtspunkte nicht genügend her- 
vortreten, so haben wir hier doch mil einem 
Standardwerk zu tun. das insbesonders was 
systematische Verarbeitung des Versuchsmateri- 
als anbelangt. wohl das Beste ist, was wir aul 
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dem Gebiete besitzen, Auch derjenige, viel 
leicht gerade derjenige, der über die Grund: 
lagen der Festigke.tslehre klare Ansichten sch 
gebildet hat, wird mit großem Nutzen das 
Buch stud.eren, Belehrung und durch die klare 
\rt der Darstellung auch Vergnügen darin 
finden. In vielen Kapiteln (z.B. Biegung jen- 
seits der Elastizitälsgrenze und bei Materialien, 
welche dem Hookeschen Gesetz nicht ge- 
horcehen) geht der Verfasser weit darüber nin 
aus, was man sonst in den Büchern über 


l’estigkeitslehre findet. Für den angewandten 
\lathematiker l’efert das Buch eine Fülle von 
Problemen, an denen er die Leistungsfähig 
keit se.ner Rechnungsmethoden prüfen kann. 
Der praktische Ingen.eur und der mehr mathe 
matisch Veranlagte werden das wertvolle Werk, 
das von R. Bauman mit großer Liebe und 
Sorgfalt ergänzt und vom Verlag sehr schön 
ausgestaltet wurde, mit gleichem Vorteil be- 
nutzen. 
Th. v. Kärmän. 129 


KLEINE MITTEILUNGEN 


Massenanziehung in einem Kreisring- 
körper. Bei der Behandlung astromechanischer 
Probleme kann man der Frase der Massenan 
ziehung in einem Kreisringkörper begegnen. 
Innerhalb eines sphärisehen Ilohlkörpers über 
all gleicher oder allsels symmelrisch ver 
teilter Dichle ist die Massenanziehung zul 
einen bel ebig gelegenen Körper oder Massen 
punkt in ihver Gesamitheit bekanntlich gleich 
Null; der Massenpunkt befindet sich überall 
in unentschiedenem Gleichgewicht, Eine Unter 
suchung der Massenanziehung innerhalb eines 
Kreisringkörpers führt zu einem auflällig ab- 
we'chenden Ergebnis. Sie möge hier aus 
schließlich als Problem der reinen Mechanik 
in ihrem grundsätzlichem Verlaufe durchge- 
führt werden. 

In folgendem werde ein starrer Ringkörper 
überall gleicher Dichte symmelrisch zu 
seiner Schwerpunklsebene und im Verhältnis 
zu senen radıa.en Abmessungen von nur ge 
ringer Dicke vorausgesetzt. Seine Masse sei 
slech M, diejenige eines in seiner Schwer- 
punktsebene beliebig gelegenen Körpers oder 
\lassenpunkles (Abb. 1) gleich JM, 


Es möge zunächst die Anziehung JXK cines 
von zwei konzentr.schen Zylinderllächen be- 
srenzlen kleinen Elementarringes vom Radius A 
und dem Querschnitt IF in bezug aul den 
Massenpunkt verfolgt werden (Abb. 2). Dieser 
belinde sich zurzeit in einem Abstande nR 
von der Ringmitte, Ein Ringelement ds vou 
der Masse AFdsy:y habe von M, die Entfer- 
nung D’e Massenanziehung zwischen beiden 
ın der Richtung ihrer Verbindungsgeraden ist 
dann nach Newton 


kWıdsAry 
90 
Bei den aus Abb. 2 ersichtlichen Bezeich- 
nungen ist 
V(Rsin 9)? -- (Rcos $—n R)? 
Ryı ...d(2). 
Mt JM —=2RrAFy:g als Masse des gan- 
zen Elementarringes, und o nach 
G1. (2) geht Gl. (1) über in 
dAK — ——— 
2nR?ıı +n?— 2ncos N 
Die Zerlegung von d4JK’ in Seitenkräfte 
nach den Achsenrichtungen X und Y ergibt 
dJK’cosp und dAK’sing. Die Summierung 
über den Elementarring läßt die Sumine der 
Kräfte in der Y-Richtung verschwinden und 
ergibt in der X-Richtung 


(3). 


JK= d 4 K’cosy = (4). 
R? 1 +n°-2ncosd 


. R cos I— nR cos a n 
Mit cos = 
geht Gl. (4) uoch über in 


Im 


(A). 


IK 


(1+n?®—2neos 


Diese Kraft AK übt der Elemenlarring aul 
den Massenpunkt M, im Sinne einer Vortbe- 
wegung aus der Ringmtte aus. Vir diejenigen 
lagen n des Massenpunktes, bei denen der 
Summenwert in Gl, (5) negaliv ausfällt, ist AK 
nach der Ringmitte hin gerichtet. 


Abb. 2 
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Die allgemeine Lösung des Integrals in 
(rl. (5) begegnet Schwierigkeiten; für den vor- 
liegenden Zweck mag es aber genügen, die 
Summe aus endlicher Teilung des Elementar- 
ringes zu bilden. Es möge hier eine Teilung 
in zwölf Ringstücke vorgenommen werden. So- 


daß an Stelle d$ ein = tritt, Hiermit 


nimmt Gl. 5 die Form an: 


12R° 


2 
Vıı +n3—2nens 
Darin kommen den einzelnen Summonden die 
Winkel 3 = 150, 9 —= 450, 93 = 75V usw. zu. 
Die Ausreehnung der Summenwerte für ver- 
schiedene Entfernungen rn R des Massenpunktes 
MM, von der Ringmitte führt zu dem aus 
Abb. 3 ersichtlichen Diagramm. Die erhaltene 
Kurve ist die Einflußlinie von 4K mit dem 
Multiplikator AM, AM Die Einfluß- 
2 
ordinate 7 = (eos $—.n) : + n?— 2n cos 
ist in der Ringmitte gleich Null, wächst zu- 
nächst mit der Entfernung nR von der Ring- 
mitte und erreicht bei elwa 0.,80R ein Maxi- 
mum, nimmt dann schne!l ab. wird in D, bei 
0,95 R gleich Null und wechselt hier ihr Vor- 
zeichen. Von da an erre.cht der Einfluß der 
Massenanziehung des Llementlarringes auf den 
Massenpunkt M, bei dessen größer werdender 
Entliernung von der Ringmille im entigegenge- 
setzten Sinne, d.h. nach dem Mittelpunkt 
hinweisend, etwa bei 1L15R einen relaliven 
Größtwert, um dann bei weiterer Entfernung 
ıllmählich wieder bis auf Null abzunehmen. 
In der Ringmitte belindet sich der Massen- 
punkt M, also hinsichtlich der Massenan- 
ziehung des Ringes im labilen Gleichgewicht, 
erfährt von ihr bis zu Punkten BP im Ab- 
stande gleich etwa 095 R "von der Mitte eine 
radial nach außen gerichtete Bewegungsten- 
denz, die in dieser Entfernung ihren Rich- 


tungssinn umkehrt. In Punkten ZB befindet 
der Massenpunkt sich also im radialen Sinne 
in stabilem Gleichgewicht. Die auf der 
Strecke OB nach außen gerichlete Massen- 
anziehung möge negaliv, die über DB hinaus 
nach innen gekehrte positiv bewertet werden. 
Auffällig, wenn auch nur auf den ersten Blick, 
ist es, daß der poslive Größlwert der An- 
ziehung nicht eintritt, wenn der Massenpunkt 
von außen her so nahe wie möglich an den 
Ring herantrilt, d.h. berühr!, sondern erst 
in etwa 0152R Entlernung von ihm. 

Das Ergebnis der vorstehenden  Unter- 
suchung läßt sich nun benulzen, um «die An- 
ziehungskralt X des ganzen Ringkörpers auf 
einen in seiner Schwerpunktsebene in belie- 
biger Entfernung von der Ringmille ge- 
legenen Massenpunkt M, zu ermilleln., 

Ist d die überall gleiche Dicke des Ring- 
körpers, so ist d.e Masse eines Elementarringes 
vom Radius R und der radialen Breite dR: 

dAM=2nRdRdy:g. 

Nach Gl. (5a) übt en solcher Elementar- 
ring auf den Massenpunkt eine Anziehungskraft 

Vii+n'—2n cos 93 
aus, worin jetzt n=R,;,:R ist, PBezeichnet 
man den mit z veränderlichen Summenwert, 
die Ordinaten der Kurve, Fig.3. wieder mil 
1, so ergbt die Inlegralion der Gl. (6) mit 
geringer Umwandlung 


Ra 
nrdR.....0.: 


6oR, 


lrägt man de Werte nn. die den verschie- 
denen Radien entsprechen. in deren Endpunk- 
ten rechtwinklig zu einer radialen Basis als 
Ordinaten auf, so erhält man den Integralwert 
der Gl. (7) in der Fläche, welche die ent- 
stehende Kurve mit der radialen Basis und den 
Grenzordinaten einschließt. 
Ist die „-Kurve einmal ge- 
zeichnet, so läßt sich auch 
die Integralfläche, die bier 
die Bedeutung einer Ein- 
flußfläche mit dem AMulte- 
plikar kM,nör:6gR, hat, 
ohne wesentliche Mühe ent- 
wickeln, 

In Abb. 4 ist die Einfluß- 
fläche für die Anziehung in 
bezug auf einen Massen- 
punkt M, am äußeren Um- 


Maßstab der Ordiin. 


9.732294 


fange des Ringkörpers (R, 
= ka), in Abb. 5 diejenige 
für die Lage des Massen- 
punktes am inneren Um- 
fange (R, Ri) gezeichnet. 
In beiden Fällen istRa= Ri 
beispielsweise gewählt. Bei 
der Lage des Massenpunktes 
am inneren Umfange des 
Ringkörpers besteht die 
Einflußfläche aus einem 
kleinern positiven und einem 
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Maßstab d Ordın nn Abb 
VO 


Abb. 4 


größern negativen Teil. Die Masse des 
Ringes nahe dem inneren Umfange bis 
zu R=Ri:0,95— rd. 1,05 Ri übt auf den 
Massenpunkt eine nach der Ringmitte hin 
serichtete. d’e gesamte übrige Masse eine enl- 
gegengesetzt gerichtete Anziehungskraft aus. 
Im Falle der Abb. 4 ist n—= Ra:R für alle Ra- 
dien größer als Eins, die ganze Einflußlläche 
ist also positiv. In gle.cher Weise läßt sich 
die Massenanziehung beurteilen, die der Ring- 
körper auf jedes seiner eigenen Massenteilchen 
ausübt. 


Abb. 5 


Sind in dem Ausdruck für X (Gl.7) die 
Dicke d und die Dichte y des Ringkörpers 
nicht konstant, aber allseilig symmetrisch über 
den Ring verteilt und in ihrer Veränderlichkeit 
mit dem Abstande R von der Ringmitte be- 
kannt, so treten beide Werte nach als Faklo- 
ren zu den ÖOrdinaten n.n der Einflußfläche 
hinzu, deren Benutzung dabei unveränder! 
bleibt. 


Hannover, den 15. April 1921. 
L. Hotopp. % 


Tafel zur Bestimmung der Moment- 
Größtwerte eines Balkens. In der umseitig 
wiedergegebenen Tafel handelt es sich um 
die Ermittlung des größlen Biegungsmomenles 
eines auf zwei Stülzen ruhenden Trägers von 
der Stützweite /, der belastet wird durch eine 
Einzellast ? an beliebiger Stelle oder durch 
eine Streckenlast ?, die über eine beliebige 
Strecke gleichmäßig verteilt ist. Die Tafel ist 
auch verwendbar, wenn durch das Hinausragen 
der Last über die Stützpunkte negative Mo- 
mente hervorgerufen werden. 


Anwendungs der Tafel. 

Die 100 wagerechten Geraden der Tafel 
stellen unmittelbar die zu be.’echnenden Trä- 
ger von 0—-10m Länge dar, abgestuft von 
10 zu 10cm, nach abwärts in immer kleiner 
werdendem Maßstab gezeichnet. Die Kurven 
seben den geometrischen Ort gleicher Größt- 
momente in em.t an; die angeschriebenen 
Koten sind daher durch 100 zu dividieren, 
wenn, wie in den Beispielen, die Längen in m 
angegeben sind, das Moment also in m.t er- 
scheinen soll. 

Zu seiner Ermittlung trägt man die Längen 
a und ce der nicht belasteten Strecken des 
Trägers von den oberen Ecken der Tafel nach 
unten in dem an den Seiten vorgezeichnelen 
Maßstab ab, und zwar c, d.i. die am 
rechten Auflager liegende freie Strecke aul 
der linken und a. d.i. die am linken 
Auflager liegende Strecke auf der rechten 
Seite. Sodann werden die so erhaltenen Punkte 
mit den Endpunkten der auf dem Träger selbst, 
(also auf jener Wagerechten, deren Gesaml- 
maß gleich der angegebenen Stülzweilte / ist) 
in seinem Maßstab aufgetragenen Belaslungs- 
strecke kreuzweise verbunden (Abb, 1). Der 
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Schnittpunkt beider Verbindungslinien, (übri- 
sens auf dem Mittellote der Belastungsstrecke 
selegen) gibt in der getroffenen Kurve un- 
mittelbar das gesuchte Moment. reicht die 
jelastungsstrecke über de Stülzpunkte hin- 
aus, wird a bezw. c also negaliv, so ist der 
betreffende Abstand nach oben abzulrasen und 
für de Auftragung der Belastungsstrecke aul 
der zugehörigen Wagerechten deren Maßstab 
entsprechend zu verlängern (vergl. das zweile 
Zahlenbeispiel und de Abb. 3). Schrumpft die 
Belastungssirecke zu einer Einzellast zusam- 
men, so ist das Größtmoment unmiltelbar an 
der L.astangriffsstelle abzulesen 
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Beweis 


Die Gleichung für das Größtmoment laut 
bekanntlich 


Hlandelt es sich um Einzellast, so wird 


Die Kurven sind entstanden dureh Verbiı 
dung derjenigen Punkte al!’er in der Talel 


seheinenden alken deren 


Belastung dure 
eine KEinzellast das eleiche 

hervorruft Beweis die 


(roblimomen 


s» erhallen 


lafel auch für Streckenlasten richlig bleib! 


ann also als erbracht angeschen werdeı 
wenn die Belastung zwe er Dalken, und 

mit einer LEinzellast und mit einer Str 
ıst denselben Wert für M ergibt. sobald 


reeken parallel sind), hat daher den Abstand 


Mechanik Band 1 


"aktor zu mulliplizieren, der im ersten Fall 

et L:l,. im zweiten ZL:7 beträgt. Für die auf den 
seitlichen Begrenzungslinien der Tafel aul- 
zulragenden Abstände der dort ange- 
voebene Maßstab gleich dem der unlerstien Wag- 
rechten. 

\us der Ähnlichkeit der rechiwinkligen Drei- 

ecke in Abb. 1 folet alsdann: 

| 


also da, = — (bo C) 


Der Schnittpunkt der beiden Hilfsgeraden liegt 
in der Mitte der Belastungsstrecke (da die 
Geraden den Diagonalen des Rechtecks /Z 
a+i—c 
ı 2 


an vom linken Rand. Demnach ist 
wischen den Balkenlänsen /, und 7. und eben 


zwischen den \bständen 
die aus Abb. 1 ersichtlichen 


und 
Beziehungen be 


loe (ler \e I; ınoe 
stabes auf den eınzel 


il diesen aulgetragenen Strecken mil einem 


ag = 
2 


Durch Gleiehsetzen von (1) und (2) erhält man 


a+!l+c 
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und sodann aus (1) 


1 


C) (a C) Co= lo — (lo = 
4l 


21 
Damit ist bewiesen, dab 


872 

d.h. das Größtmoment des DBalkeus /, Für 
eine Einzellast P an der Stelle a,c„ ist das 
sleche wie das Größtmoınent des Balkens / 
für eine Strecekenlast im Abslande a und « 
von den Enden, sobald de in Gl I) und (2 
ııseedrüekten und be Konstruklion der Tale! 
verwendeten Beziehungen bestehen 


Zahlenbeispiele 


Die Überlegenheit der Tafel zeigl sich be- 
sonders bei der vereleichsweisen Durchführung 
der nummerischen Rechnung, die selbst bei 
\nwendung des Rechensch’ebers infolge der 
erforderlichen Addilivnen erhebliche Zeil 
\nspruch nimml 


Beispiel | 


2.6 
a 1.90 
{ (0) 


Ahh 2 


Die Konstruktion ist in Abb.2 angedeutet 
Die Ablesuns au! der Ta ergibt M 
Die Rechnung verläuft wie folg! 


I+-a+c=6,95 I+-a—c = 6,95 l—-a+c=4,35 


0,823 mt, 


31,92 
Beispiel 2 
a 1.25 
1.50 


| 
50 000 
565 
| 
Ic L_ 
Abb. 3 
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Die Konstruktion zeiet Abb.» Das Er- 

sebnis ist M = 0,285 ml. Die Rechnung ergibt: 


a+c=4,00 !+-a— c=720 l—a+c=1,50 


4,00 7.20 » 1,50 
1892 m= — (), 285 mt. 
18.92 
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Ermittlung der plausibelstien Geraden 
einer fehlerzeigenden Punktreihe. \on einer 
Größe y sei bekannt, daß sie eine lineare 
Funktion einer anderen Größe rw ist, und es 
seien für gewisse Werte z1, Xa Xn der Ver- 
änderlichen z die entsprechenden Werte 1, 
Y2 -».. Yn der von ihr abhängigen Veränder- 
lichen y durch Beobachtung bestimmt. PBe- 
trachtet man die zusammengehörigen Werte 
von r und y je als die Koordinaten eines Punktes, 
und träet man die so bestimmten Punkte Ps 
... Pa (Abb.1) in ein reehtwinkliges Koordina- 
tensystem ein!), so liegen die Punkte infolge 
der unvermeidlichen Beobachtungsfehler nieht 
genau auf einer Geraden, sondern bilden eine 
„fehlerzeigende Punktreihe*“: man hat 
dann die Aufgabe, die im Sinne der Methode 
der kleinsten Quadrate „plausibelste Ge- 
rade* der Punktreihe zu ermitteln ?). 


1. Allgemeines. 


Wählt man für die Gleiehune der zu be 
stimmenden Geraden die Form 


und bezeichnet man die Fehler der Beobach- 
tungen Yı, Ya Y„ mit ... so hat 
man m und g (Abb. 1) bei ungleich genauen 
Beobachtungen init den Gewichten p1,P2 »» Pn 
so zu bestimmen, dab die Summe pıvıvı —4 
Pavgvg oder |pvv| ein Minimum 
wird. 


li Dabei ist zu beachten. daß man für die 
\bszissen und Ordinaten verschiedene Maßeinheiten 
wählen kann. 

2), Die Anrerunze zu der vorliegenden Unter 
suchung gab eine von W. Weitbrecht behandelte 
Aufzabe (Ausrleiehungzsreehnung nach der Methode 
(der kleinsten Quadrate. [Sammlung Göschen 
Leipzig 1906, S. 68): bei der zu dieser Aufgabe 
verebenen Lösunz wird nur der hier (Abb. 2) mit 
bezeichnete Schwerpunkt benutzt. Durch den 
Herausreber wurde der Veriasser darauf aufimerk- 
sım gemacht, daß die Ermittlung der plausibelsten 
Geraden mit Hilfe graphostatischer Methoden nieht 
nen ist: A. Basch (Ueber eine Anwendunz der 
rraphostatischen Methode aui den Ausgleich von 
Beobachtunfrserrebnissen, Mitteilunzen des K.K., 
Teehnisehen Versuchsamtes, 1. Jahrgang 1912) 
kam nämlich schon früher aufl einem etwas an 
deren Were zu einem dem hier angegebenen Ahn 
lichen Verfahren. Die im folrenden mitgzeteilte, 
vielleicht durch ihre Anschaulichkeit sich aus 
zeiehnende Art der Aufsuchung der mittleren Fehleı 
der beiden dureh die plausibelste Gerade bestimm- 
ten Unbekannten dürite neu sein, 


29% 
32 


Fans 
y | 
4 
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| 
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a 
| 
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den Massen pı, Durch 
die beiden Punkte 8, und 
| er | ist die plausibelste Gerade 
| stimmt. 
7 erhält man entweder rech- 
nerisch oder zeichnerisch; die 
% Ln rechnerische Bestimmung von 
Sa und besteht in der Be- 
Abb. 1 reehnung ihrer Koordinaten 


Auf Grund der „Fehler- oder Verbesserungs- 
gleichungen”“ 


v = aım 
ya (2) 
erhält man in bekannter Weise die beiden 
zur Bestimmung der Unbekannten m und q 
erforderlichen „Normalgleichungen“ 


lrıyl=0\ 


wobei die eckigen Klammern Summierung über 
alle Indices 1 bis rn bedeuten sollen. Aus 
diesen Gleichungen und den Gleichungen (2) 
folgt unmittelbar 


pıvV)=0 .... (4a), pv=0 .... (4b). 


Unter Beachtung dieser beiden Gleichun- 
gen (4) kann man die plausibrlste Ge- 
rade einer fehlerzeigenden Punktreihe in ein- 
facher Weise rechnerisch oder zeichnerisch 
bestimmen. 

Denkt man sich in den Punkten P,P,... P: 
entsprechend der Gleichung (4a) die Massen 
PıTı, wirkend, so gibt es un- 
endlich viele Gerade, für welche die Glei- 
chung (4a) erfüllt wird: alle diese Geraden 
gehen dureh einen Punkt, den Schwer- 
punkt (Abb. 2) der Punkte Pr... Pa mit 


Abh. 2 


(len Massen pı 71, PnXn. Denkt man sich 
der Gleichung (4b) entsprechend in den 
Punkten #3... die Massen pı. Pn 
wirkend, so gibt es wieder unendlich viele 
Gerade, die der Gleichung (4b) genügen: sie 
sehen ebenfalls alle durch einen Punkt, den 
Schwerpunkt S, der Punkte Pı. Ps... P, mit 


(Xu, Ya) und (x, mit Hilfe 
der auf dem Momentensatz be- 
ruhenden Gleichungen 


da — Id = 
we (5a) und ip} (5b). 
[px] [p] 


Die zeichnerische Bestimmung von S. und 
S» geschieht entweder in bekannter Weise mit 
Benutzung von je zwei Kräfte- und zwei Seil- 
polygonen, oder besser mit Hilfe von nur je 
einem Summierungspolygon 

Bei der praktischen Durehführung der Auf- 
gabe kommt häufig der Fall vor, daß die beiden, 
in der angegebenen Weise bestimmten Schwer- 
punkte 8, und S» so nahe beieinander liegen, 
daß die durch sie gegebene Gerade nicht mit 
genügender Sicherheit gezeichnet werden kann: 
man bestimmt dann nicht S, und 8}, sondern 
zwei weiter auseinander gelegene Punkte. 
Solche Punkte erhält man durch entsprechende 
Zusammenfassung der beiden Gleichungen (4), 
indem man schreibt 

(6) 


Zwei im allgemeinen günstig gelegene Punkte 
Su» und Sa»” ergeben sich z. B. dadurch, daß 
man in der Gleichung (6) 4 und a das eine 
Mal so wählt, daß p, A’ Zua)=0, und das 
andere Mal so, daß p. u”))=0 wird. 
Die Koordinaten Ya») und Yay') von 
Sa» und S,»” lassen sich berechnen aus 


Ta = Tab = 
(Ta) und (Th), 

[px y] Ipx'y] 

[p=") 
wobei 

und "el. tu” (© 


2. Beispiel. 


Die Durchführung des Verfahrens im ein- 
zelnen soll an dem folgenden Zablenbeispiel 
gezeigt werden: Bei der Bestimmung des 
Teilungskoeffizienten 5 und der Standkorrek- 
tion c eines Aneroids wurden der Gleichung 


A-— A: = b (Ü— 4. 


entsprechend für fünf verschiedene Werte von 
die zugehörigen Werte von (A, — 4.) 

 vel. ©. Mohr, Abhandlungen aus dem Ge- 
biet der technischen Mechanik, Berlin 1906, S.79. 


_ 
y 
/ 
. 
— Ipyl=0J 
| Q | 
© 
| 7 
| YB 
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ie mit derselben Genauigkeit ermittelt; dabei 


ergaben sich die Werte 


1. 2. 3. 4. 5. 
C-A:=ı=—22,8 —15,1-+2,3 +11,6 + 21,6 
A—A=y= 18 20 2,3 2.4 3.0 


Da hier die beobachteten Werte von y alle 
dasselbe Gewicht haben, so treten an die Stelle 
der Gleichungen (4) die Gleichungen 

= 0 und [v] =0. 
Faßt man diese Gleichungen in der durch die 
Gleichung (6) angedeuteten Weise zusammen, 
und setzt man in den Gleichungen (&) /=1 


und bzw. "= —1 und «"=-+ 21,6, 
so erhält man 
1. 2. 4 5. 


25,1 34,4 14,4 


0 7,7 
7 19,3 10,0 0 


== 444 36, 


Mit diesen Werten findet man mit Benut- 
zung des Rechenschiebers auf Grund der Glei 
ehungen (7) für die Koordinaten (wa»', Ya») und 
(Xab”, der zwei Punkte und 
(Abb. 3) der plausibelsten Geraden der durch 
die Beobachtungen bestimmten Punktreihe 


1302 


= == 11,7, 
111,6 
289 
— 2,59, 
[x] 111,6 
1106 2 
[2 110,4 
„ ] 221 
— 2,00. 
[x] 110,4 


Die durch die Punkte S.v' und Sa," be- 
stimmte Gerade ergibt für die Größen 5b und e 
die Werte 5 = 0,024 und ce = 2,30. 


20 -70 +70 +20 
Abb. 3 


3 Aufsuchung des mittleren Fehlers. 


Das im vorstehenden behandelte Verfahren 
zur Ermittlung der Werte zweier Unbekannten m 
und g (Abb. 1) mit Hilfe einer fehlerzeigenden 
Punktreihe läßt sich auch zur Bestimmung der 
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mittleren Fehler «m und «, von m und g ver- 
wenden; in dem praktisch wichtigsten Fall, 
bei dem die Beobachtungen yı, %3 : + Yn alle 
gleich genau sind oder dasselbe Gewicht haben, 
gestaltet sich die Ermittlung von «m und w, 
folgendermaßen: 

Man bestimmt zunächst den mittleren Fehler 
einer der n gleich genauen Beobachtungen auf 
Grund der bekannten Gleichung 

[vr] 


n—?2 


Die zur Berechnung von u erforderlichen 
scheinbaren Fehler »,, kann man un- 
mittelbar in der Abbildung abmessen ; sie sind 
dargestellt durch die Ordinatenunterschiede 
zwischen den Punkten P,, P ... Pa (Abb. 1) 
und den Schnittpunkten der plausibelsten 
Geraden mit den zu X, 23 ...xu gehörigen 
Parallelen zur Ordinatenachse. 

Für die Ermittlung der mittleren Fehler u. 
und #, hat man zu beachten, dab m und g 
Funktionen der Beobachtungen yı, Y2 Yn 
sind, derart daß 


Wendet .nan auf «diese Gleichungen das 
Fehlerfortpflanzungsgesetz an und bezeichnet 
mit #’ bzw. w’ die mit « multiplizierte Ab- 
leitung von /m bzw. f, nach y:, so findet man 


Un? 
\ (10). 
+ 


In diesen Gleichungen stellen a’ und 4.’ die 
mittleren Fehler von m und g vor für den 
Fall, daß nur y mit dem mittleren Fehler « 
behaftet ist, die anderen Beobachtungen aber 
fehlerfrei sind; man kann demnach 4m und , 
in der Weise bestimmen, daß man die Fehler 
Un bzw. m”, u... Un" 
einzeln ermittelt. Die mittleren 
Fehler und erhält man als 
Unterschiede der beiden Werte 
von m bzw. 9, die durch die 
plausibelste Gerade @ der Punkte 
(21, Yı), (29, Y2) Yu) 
und die plausibelste Gerade @;i 
der Punkte (zı, yı), (z2, 
(2, Yi U) 2... (£n, Yn) bestimmt 
sind. Verschiebt man der Reihe 
nach jeden der n Punkte der 
fehlerzeigenden Punktreihe dem 
ınittieren Fehler einer Beobach- 
tung entsprechend in seiner Or- 
ddinate um u, so erhält man in 
der angegebenen Weise die mitt- 
leren Fehler ur’, #9’... bzw. 
u”, ug’ ...4n”; auf Grund der 
Gleichungen (10) findet man dann 
rechnerisch oder zeichnerisch durch 
mehrmalige Anwendung des Pythagoräi- 
schen Satzes die mittleren Fehler um und u, 
von m und g. 


— Vur? ug? 


IE 
Un 


O mM 


Die Ermittlung der rn plausibelsten Geraden 
@G„ geschieht in derselben Weise wir 
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die der Geraden @, die dureh (die Beobachtun- 
SEN Yı, 42 bestimmt ist: bei entsprechen- 
der Anordnung kann man bei der Ermittlung 
der einzelnen Geraden @G,, (1„ Verein- 
fachungen erreichen. 

Bestimmt man bei dem oben behandelten 
Zahlenbeispiel dem im vorstehenden an 
segebenen Verfahren entsprechend zunächst 
den mittleren Fehler z einer der fünf gleich 
senauen Beobachtungen, so findet man auf 
Grund der in Abh. 3 abzemessenen Werte 
%W=0,06 %=0,05 y=015 %5=0,20 


an Hand der Gleiehune (9) 


0,0711 
u = == 7 0,15, 


Band” 


Verändert man nun der Reihe nach die fünf 
Werte füry um je &0,15. und bestimmt man 
die jeweilige plausibelste Gerade, so ergeben 
sich für die Fehler ug’ ... bzw. u”, ua 
... 45 die Werte 


1. 2. 3. 4, 5. 
0,002 0,002 9,001 0,001 0,003 
—= 0.04 0.03 0,03 0,03 0,04 
Damit erhält man für die mittleren Fehler «> 
und z. der beiden Unbekannten auf Grund 


der Gleichungen (10) die Werte » = = 0,004 
und zu. 0,08. 
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NACHRICHTEN 


Hermann Amandus Schwarz F. In 
Ilermann Amandus Schwarz. der als eme 


rılıerler VProfessoı der Berliner Universiläl 


am 50. November d. Js. fast achtzieiährie slari 


ist einer der Männer dahinsesvangen, die bi 


stimmenden Einfluß auf die Entwicklung der 


\latlhematik in der zweiten Hälfte des 1% 
Jahrhunderts genommen haben ıne kurz: 
Würdigung seiner Persönlichkei! di seite] 
ıusgeprägte HEigenart aufwies wird zug@leich 
einige Streiflichter auf den Sinn dieser En! 
wicklung werfen 

/wei Figenschallen besaß Schwarz Wi 
sie sich m eleich hohem r selten 


einem Forscher vereinigt Tındae starke ur 
auberorden! 


liche Liebe zur ausführeneten Kleinarbeil. Da 


sprüngliche Erfindungsgabe und 


zu kam noch daß er seiner persönliche 
.ntwicklung nach er war als Sohn eines 
Baumeislters aın 25. Januar 1815 in Hermsdor! 
\bitur an die Ber 
lıner Gewerbe-Akatdemie gegangen daß er 
\usbildung nach aus 


voeboren und nach dem 


rsonlichen 


einem praktisch gerichteten. auf aubßere An 
schauung Berufszweig zur ab 
strakten Malhemalik übergelreten war Dies: 
drei Momente verleugnelten sich in keiner 

ner Arbeiten und das Gesamtwerk. wıe «4 
heule vor uns sit in 

lıchster Weise \lle seine Probleme sınd koı 
kret. fest umrissen und sie entstammen 
weder der anschaulichen (eomelrie oder den 
malhemalischen Physik 
zugleich \ls Zwanzig- 
ıähriser eab er den ersten Beweis für den 


lragestellungen der 
ım dhiebsten beiden 
kurz vorher von seinem Lehrer an der Ge 
werbe-Akademie. Pohlke. aufgestellten Haupt- 
salz der Axonomelrie Diese und Ahn- 
liche. vollkommen elementare, aber mil gro- 
her Sorefalt ausgeführte geometrische Arbeı 


ten stellte Schwarz später im 2. Bande sei- 
ner vesammellen Abhandlunsen sanz unbelan- 


oen neben die tieferündigen Untersuchungen 
aus der Funktionentheorie und der Theorie 
der Randwertprobleme partieller Differential- 
sleichunsen. die ihm einen in der Geschichte 
Mathematik unvereänglichen Namen schu- 
len 

Von nachhaltigester Wirkung und wohl die 
oeschichllich Schwarz- 
schen Leistungen war der im Jahre 1870 ver- 
ölfentlichte Beweis für die Existenz einer 
harmonischen Funktion oder eines Po- 
tenlials für beliebige konvexe Figuren der 
Dreißige Jahre vorher halle Gauß 
die Frage durch eine Schlußweise erledigen 
zu können gemeint. bei der er es für »olfen- 
bar« erklärte daß ein Integral, das nur po- 
siliver Werte fähig ist und von einer unbe- 
kannten Funktion abhängt. für irgend eine 
Wahl dieser unbekannten Funktion einen 
Kleinstwert annehmen müsse. Weierstrass 
erkannte zu Ende der fünfziger Jahre. dab 
dieser Schluß nicht zwingender oder rich- 
liver sei als etwa der. daß es unter allen 
/ahlen. die erößer als 1 sind. auch eine 
kleinste geben müsse: Der Unterschied zwi- 
schen einer unteren Schranke und einem 
Kleinstwert. den irgend ein Element aus einer 
Folse wirklich annimmt. ist heute schon bald 
dem Nicht - Mathemaliker veläufig 
Schwarz lieferte nun einen richtigen ExIi- 


bedeutendste der 


stienzbeweis für das Potential. indem er ein 
Verlahren angab. das grundsätzlich die wirk- 
liche Herstellung der gesuchten Funktion durch 
eine Folge planmäßiger Näherungen geslattel 
Derartige Existenzbeweise werden freilich viel- 
lach von Phvsikern und angewandten Mathe- 
malikern als etwas Überflüssiges oder als über- 
Iriebene Gewissenhaltigkeit angesehen; man 
meint. die physikalische Bedeutung der Glei- 
chungen und der Veränderlichen zeige schon 
hinreichend. unter welchen Bedingungen ein 
Problem lösbar sein müßte und welchen For- 
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derungen eine unbekannte Funklion unlterwor 
len werden könnte. Diese Praktiker verhalten 
sich aber in ihrer Art genau so wie jene 
Theoretiker. die eine Prülung der mathema- 
tischen Theorie durch den Versuch ablehnen, 
weil in der vollendeten Harmonie der For 
meln und Gleichungen schon genügende Ge 
währ für die Richtigkeit läge. In Wahrheit 
bedarf jede Theorie zweierlei Erprobungen 
Es genügt nicht, daß einzelne spezialisierte 
Foleerungen durch das Experiment bestälig! 
werden. man muß außerdem auch sehen, dab 
dder Bereich der theoretischen L.ösungsmöglich 
keiten sich mit dem Umfang der nalturgemäßen 
Fragestellungen deckt. Wenn sich z. B. heraus- 
oestellt hätte, daß nur stelige und zweimal 
differenzierbare Funktionen eine Fourier- 
sche Entwicklung gestalten, so müßte man die 
bekannten Differentialgleichungs-Ansälze 
die Wärmeleilung in einem Stabe oder für die 
schwinsende Saite als eine unzureichende The- 
orie erklären. Der Existenzbeweis ist das 
Gedankenexperiment allgemeinster Form 
In diesem Sinne bedurite die klassische Phy- 
sik des 19. Jahrhunderts, die auf so vielen 
Gebieten zu den Randwertproblemen der Po- 
tentialgleichung führt, zu ihrem grundsälz- 
lichen Abschluß der Existenzbeweise die ıhr 
die letzten Jahrzehnte im großen Ganzen oe- 
bracht haben und die eingeleitet worden sind 
durch die erste grundlegende Abhandlung von 
Hermann Amandus Schwarz im Jahre 1870 


Fin umfangreicher Teil der Schwarzschen 
\rbeilen ist der Untersuchung der sogenannlen 
Minimalflächen gewidmet. Man versteh! 
darunler gewisse krumme, sattelförmige Flä- 
chen. die zwischen gegebenen Rändern aus- 
sespannt kleineren Flächeninhalt aufweisen als 
irgendwelche andere zwischen denselben Rän 
dern mögliche Flächen. Denkt man sich einen 
solehen Rand. vier zusammenhängend« 
Kanlen eines Tetraeders. aus Draht hergestell! 
und in eine Seifenlösung gelaucht. so bildet 
sich. wie schon Plateau 18153 bekannt war. 
eine Seifenhaul,. deren Form die dem Rand 
zugehörige Minimalfläche ist. Schwarz war 
hier wohl in erster Linie durch’ seinen Lehrer 
Weierstraß angeregt. der 1866 die für die 
Theorie der Minimalflächen grundlegenden 
Formeln der elliptischen Funktionen entwickelt 
hatte. In dem Problemkreis der Minimal- 
flächen fand Schwarz alles, was seinen An- 
lagen und Neigungen entsprach: eine konkrete 
physikalische Frageslellung von anschaulich 
veomelrischer Bedeutung. Gelesenheil zu 
scharfsinnigen analytischen Untersuchungen 
und zu sorgfältiger Kleinarbeil in der Erfor- 
schung und Aufhellung aller Einzelheiten der 
lächengestaltung. Er umspannte mil seiner 
Tätigkeit das ganze Gebiel in seinen weile: 
sten Grenzen, von der Erfindung grundsätz- 
lich neuer analytischer Methoden bis zur Her- 
stellung der Flächen im Modell oder Experi- 
ment. In einer der Abhandlungen, die in der 
l’estschrift zum 70. Geburlsltag von Weier- 
straß veröffentlicht wurde. begründete 


Schwarz das seilher so vielfältig verwen- 
dete Verfahren der Näherungsfolgen (succes- 
sive Aproximalionen), das nachher hauptsäch- 
lich von Picard verallgemeinert worden ist: 
auf der andern Seile war er unermüdlich darin. 
mil eigener Hand Pappmodelle zu kleben, die 
Angaben zur Herstellung großer Modelle zu be 
rechnen und wirkliche Minimalflächen im Ver 
such herzustellen. Es war vielleicht ein kleiner 
Bezirk. den er sich zur Betätigung erwähllt 
hatte. aber darin herrschte er mil der Über 
lesenheil. die nur vollendete Gründlichkeit und 
Sachkenntnis verleiht. und so gelang es ihm, 
Werle zu schaffen, die weit über die Gren- 
zen dieses Bezirkes hinaus von unvergäng 
licher Bedeulung wurden 

In seiner Lehrtätigkeit ließ Schwarz die 
Neigung zur formalen Strenge, zur Kritik und 
vielleicht zum Formalismus überhaupt stärker 
hervortreten als es seiner eigenen, im Ganzen 
doch harmonisch ausgebildeten Persönlichkeit 
entsprach. So trug er trolz der anschaulich 
vseomelrischen Einstellung vieler seiner Arbei- 
ten wesentlich dazu bei. der Berliner mathe- 
malischen Schule jenen Zug starker Einseitig 
kei zu verleihen, dessen bewußle Bekämpfung 
und Überwindung durch Felıx Klein der 
Göltinger Schule die großen Erfolge der lelzten 
Jahrzehnte gebracht hal Aber wenn auch 
jene ältere Berliner Richtung heule als unleı 
legen gelten muß. und gewiß auch in Berlin 
selbst allmählich ein anderer Geist eingezogen 
ist. so wird man doeh micht umhin können 
der von Weterstraß und Kronecker 
von Schwarz und Frobenius verkörper 
len Auffassung Gerechtiekeit widerlahren zu 
lassen. Sie ıst ın ihrer anspruchslosen Ein 
[achheit, in ıhrer gründlichen Gediegenheit, 
in ihrer auf das rein Sachliche eingestellten 
Beschränklheit ein Abbild bester altpreußi- 
scher Überlieferungen 

Um das Jahr 18090 hat Schwarz seiner 
l"orschertätigkeit einen äußeren Abschluß ge 
voeben, indem er eine Gesamlausgabe seiner Ab- 
handlungen veranstellele und diesen dann kaum 
noch etwas Wesentliches hinzufüglte. Der jüng- 
sten Generalion der Malhemalik Studierenden 
war Schwarz nur noch als der alte, etwas 
unbeholfene und schrullenhafte Gelehrte be- 
kannt, von dem eine Unzahl vern geglaubter 
Anekdoten und Histörchen im Umlauf war. 
Aus ihnen allen leuchtet das Bild eines grund- 
süligen, von reinster Naivitäl, von Tleckenloser 
Ehrlichkeit und unendlicher Treue erfüllten 
Menschen. Bis in die letzten Tage seines Le- 
bens blieb sein Interesse für die jüngsten 
Semester unter den Studierenden lebendig, 
denen er immer wieder durch Vorträge im 
malthemalischen Verein der Universität elwas 
zu bieten suchte. Wenn wir, was über den 
Menschen und Gelehrten zu sagen ist, in 
wenigen Zeilen zum zusammenfassenden Aus- 
druck bringen wollen, so können wir am 
besten die Worle auf ihn übertragen, die 
rnst Mach einem englischen Namensgenos- 
sen, dem Physiker Black gewidmet hat: 
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„Kr ist einer von jenen sellenen Menschen. wenigen erreicht. Was er anfaßt, gelingt ihm 
die durch alles, was wir von ihnen wissen. scheinbar mühelos. Man möchte ein von Dich- 
durch jede Seite ihrer Schriften, unsere Liebe tern oft gebrauchtes Wort anwendend sagen: 
gewinnen. Die schmucklose, aufrichtige, an- Er ist ein Denker von Gottes Gnaden“. 
spruchslose Einfachheit, mit welcher er seine 

bedeutenden Gedanken darlegst. wird nur von Mises. 133 


(Redaktionsschluß 20. Dezember 191.) 


Druckfehlerberichtigung und Nachträge 


zu dem Berichte: »Bisherige Lösungen des Torsionsproblems«< von Th. Pöschl 


(diese Zeitsehrift L, S. 313—328). 


/ 
S. 317. In Gl. (86) lies: VA statt 4. In Gl. (37) lies: — statt 


S. 318. Die ersten 4 Spalten und die Zeilen für & und — sind wie folet zu berichtigen* 


1 > 3 4 
b 
1,351 1,860 1,971 1,994 
’2 1.666 1.967 9.138 2.253 


Dementsprechend ist auch das linke Ende der Kurve # in Abb. 1 abzuändern. 


S. 319. In Gl. (44) lies: ß statt A. 


S. 320, Abschnitt 7. Am Ende des vorletzten Absatzes ist einzufügen: Die zeführlichen Punkte 
Hegen jedoch in A (Abb. 2), wenn A dem Mittelpunkte näher liegt als BD. 


S. 321. In 6G1.(47) lies: w statt 9 und r’ statt r. 


S,323. Der letzte Satz von Absehnitt 10a ist so abzuändern: 


»Der größte Wert der Schubspannunge am Außenrande tritt auch hier an den Enden der kleinen 
Achse der äußeren Randellipse &, aul. Wenn jedoeh &, kleiner als eine bestimmte, von £& allein ab- 
hängige Zahl wird, dann liegt der größte Wert der auitretenden Schubspannung an den Enden der 
eroßen Achse der inneren Randellipse, und wird für &=0, d.h. für den Sehlitz, in dessen End- 


punkten unendlich.« 


S. 326. Am Ende von Abschnitt 11 ist folgende Bemerkung einzuschalten: 

e) Numerische Lösungen. Runge hat ein numerisches Näherungsverfahren angegeben, das 
auf der Darstellung der .J-Ableitung einer Funktion in einem Punkt als Mittelwert aus den Funktions- 
werten auf einem um diesen Punkt herumgelegeten Kreis beruht, und hat dieses Verfahren für den aus 
zwei gleichlangen Rechtecken bestehenden Kreuzquerschnitt (+) durchgeführt. Aui einem ähnlichen Ge- 
danken beruht auch das Verfahren. das E. Sehneider in seiner Jenenser Dissertation auseinander- 
eesetzt und für Kreuzquerschnitte, deren Ränder sich aus Geraden- und Kreisbogenstücken zusammen- 
setzen, ausgearbeitet hat. 


S, 327 und '328. Das Literaturverzeichnis ist dureh folgende Angaben zu ergänzen: 


A. Eggenschwyler: Ueber die Drehungsbeanspruchung von dünnwandigen, symmetrischen, 
U-förmigen Querschnitten, Eisenbau 12 (1921), S. 207. 

A. A. Griffith und @. J. Taylor: The use of soap films in solving Torsion-problems. En- 
eineering 1917, 8. 651; 1918, S. 699. 

E. Schneider: Ueber eine neue Methode zur angenäherten Integration der Laplaceschen 
Gleichung. Ein Beitrag zur Lösung des Torsionsproblems. Diss. Jena, 1917. 


Th. Pöschl. 


Druck von A.W, Schade, Berlin N 39. 
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Instrumente 


in anerkannt vorzüglicher Ausführung 


| 


Theater- 
und Reise- 
gläser 


Prismen- 


| 


gläser 


* 


Jagdgläser 


* 


Ziel- 


fernrohre 


* 


Mikro- 
skope 


Kameras — Optik 
für alle Zwecke der Photographie 


Zu haben in allen guten Fachgeschäften 
Druckschriften kostenlos 


Voigtländer Sohn, 


Aktiengesellschaft 
Optische Werke Braunschweig 
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BRIEFANSCHRIFT: IN 


HINENBAU FRANKFURT A.M.WEST. 


Bei «ler Beschaffung von 


Handbohrmaschinen 


ist die 


Wirtschaftlichkeit 
und 


Betriebssicherheit 


heute mehr «denn je ausschlaggebend 


Nachweislich unübertroffen 
sind unsere neuen Hoch- und Dauerleistungs -Maschinen 


Yür Preßluftbetriel Yiir elektrischen Betrieb 


Vorführung jederzeit auf Wunsch 


VORM. POKORNYS WITTERIND FRANKFURT A.M. 


Rosi 
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Berichte der Industrie. 
(Ohne Verantwortung der Schriftleitung.) 


Freiberg in Sachsen 


Il 


| 
| 


INN 


Bereinigte Werkjtätten = 
für wiffenfchaftlihe Präzifions - Inftrumente der Firmen: 
Max Hildebrand, früher Auguft Lingke & Co., in Freiberg.&a, 
= R. Reit, 6. m. b. 9. in Liebenwerda, | 
= Gebrüder Wihmann in Berlin 


Bedeutung der 1791 gegründeten Hildebrand 
Werkitätten für alle Zweige des Bermejjungswejens = 
wird gekennzeichnet durch die Namen Joh. Gotth. Studer, 
Augujt Kingke und Max Hildebrand. “Diejen drei her- 
vorragenden und in ihrer Zeit führenden ‚Feinmechanikern 
war Der gleiche Srundjat eigen: „sedes Präzifions 
= it zu einer Höchitleiltung jeiner Art auszuge 
= Italten; ihm ijt die für den jeweils zu erreichenden Zweck 
erforderliche größte Genauigkeit in der optischen und = 
feinmechanijchen Ausführung bei kleinjter Form 
— geringitem Gewicht zu geben.“ 

— Diejer Grundfat richtig war und daß er dem 
Stande der Feintechnik entjprechenDd verwirklicht wurde, 
beweijen die Erfolge der Firma und die Forfichritte der 
Sermefjungstechnik. 

Die Hildebrand-Werkitätten jtellen 
mente für alle Zweige des Bermeijungswejens über und 
unfer Tage, für ajtronomijche Arbeiten, für die Ingenieur 
technik, für den Bergbau und für Forfchungsreijen in 
anerkannter höchjter Vollendung her. DBejondere Ab 
teiluneen jind der Erzeugung von Normalmeterjtäben 
— verjchiedener Genauigkeit und von wirklich brauchbaren 
= Tibellen für den Feinmajchtinenbau gewidmet. 

Die Ausrüftung mit mehr als 450 VBerkzeugmajchinen 
und über 20 zumeist jelbjttätigen und jelbjtgebauten 
Präzijionsteilmajchinen bedingt bei neuzeitlichen -Fabri 
kationseinrichtungen größte Xeiltungsfähigkeit. 
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= CARL SCHLEICHER & SCHULL,DUREN; Rhid. = 
= 
= empfehlen Zeichen- und Pausepapiere = 
= Millimeter-, Koordinaten-, Lo- Lichtpause-Papiere = 
= garithmen-, Sinus- und Wind- Durchsichtige Zeichenpapiere = 
= rosenpapiere in anerkannt fein- = 
= sterund vielseitiger Ausführung |, Mustersammlungen kostenfrei = 
= = 
= Blätter für Registrier-Apparate aller Art = 


Original-Lambrecht’s 


Infolge Feineinstellung mit- 
tels Zahn und Trieb des 
Nullpunktes der Skala auf das 
mittlere  Quecksilberniveau 
und der besonders konstru- 
ierten Diopterablesung mit 


Universal- 


Leichte Nullstellung 


Schieber ist eine genaue Ab- durch Kurbeldrehung 
lesung bis auf mm mög- Automatische 
lich. Das Instrument ist auf Schlittenverschiebung 
meteorologischen Stationen 

amtlich eingeführt. Vorführung kostenlos. Garantie 

Man verlange Braunschweiger 


Rechenmaschinen-Fabrik 


Wilhelm Lambrecht, REMA m. b. H,., 
Braunschweig 


Gegr. 1859. Öttingen. Gear. 1859. < 


> Werkstäften für Präzisionsmechanik 


Berlin-Friedenau 


Bennigsen- Straße 23/24 


Gratisprospekt Nr. 686. 


kängenteilmascinen / kaboratoriumsapparate 


| Wir über. Die Vertretung und den Vertrieb neuer Appurate. 
O0] | Neu: und Umkonstruktion von wissenshaftlihen D 


nehmen: und technischen Apparaturen und Gerätschaften, 


Verlag des Vereines deutscher Ingenieure Berlin NW7, 
Verantwortlich für den Anze genteil: Fritz Noack, Berlin-Niederschönhausen. 
Druck: A. W. Schade, Berlin N. 39, Schulzendorter Str. 26. 
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OTT-FLÜGEL 
OTT-PEGEL 


sind Qualitäts- 
marken 


A,OTT, KEMPTEN (Bayern) 


PYTHAGORAS 
stellt einen neuen Lehrsatz auf: 
- dieser Zeitschrift, Lehrsaätz ; Beliebige Teile sind untereinander mathematisch gleich, 


wenn ihre Gleichheit mit dem Hirth-Minimeter 
festgesteilt wurde, 
- — Beweis: > Hirth-Minimeter zeigt von 
bis Millimeter an.daes 
im Gegensatz zu önderen keinerlei 
Abnützungen unterworfen ist, 
Die Hirth-Minimeter- Feinmessgeräte werden hergestellt von der Firma 


Fortuna-Werke Cannstatt 
1111111111111 11 


Verlag von Julius Springer in Berlin W9 


die demnach ein 


Ingenieur-Maihematik., Lehrbuch der höheren Mäthematik für die teshnisohen Berufe. 
Von Dr.-Ing: Dr. phil. Heinz Egerer, Diplom-Ingenieur, vormals Professor für Ingenieur- 
Mechanik und Materi»Iprüfung an der Technis«<heu Hochschule Drontheim. 
Erster Band: Niedere Algebra und Analysis, — Lineare Gebilde der Ebene und des 
Raumes in a,salytischer und vektorieller Behandlung. — Kegel ehnitte. Mit 320 

. Textabbildungen und 575 vollständig gelösten Beispielen und Aufgaben. Berich- 

tigter Neudruck. 1921. Gebunden Preis M. %.— 


Die Berechnung der Drehschwingungen una ihre Anwendung im Maschinenbau. 
. Von Heinrich Holzer, eg der Mas-hinenfabrik Aungsburg- Nürnberg. Mit vielen 
praktischen Beispielen und 48 Textfiguren. 1921. Preis M. —; gebunden M, 68. — 


Dynamik der Leistungsregelung von Kolbenkompressoren u. -pumpen 
einschließlich Selbstregelung und Paralleibetrieb). Von Dr.-Ing. Leo Waither in Nürnberg. 

t 44 Textabbildungeü, 23 und 85 Zahlenbeispielen. 
Preis M. 24.—; gebunden M. 30,— 


Kompendium der Statik der Baukonstrukiionen. von Dr.-Ing. J. Pirlet, 
Privatdozent an der Technischen Hochschule zu Aachen. 

Zweiter Band: Die statisch unbestimmten Rzaees. Erster Teil: Die allgemeinen 
Grundlagen zur Bereckaung statisch unbestimmter Systeme. Die Untersuch ung 
elastischer Formänderungen. Die ren’ 3 und deren Auflösung. 

‘ Mit 136 Textfiguren. 1921. Preis M. 40.—; gebunden M. 46.— 


Theorie des Trägers auf elastischer Unterlage und ihre Anwendung auf den 


Tiefbau nebst einer Tafel der Kreis- und Hyperbelfunktionen. Von Professor Dr.-Ing. 
Keiichi-Hayashi. Mit 150 Textfiguren. 1921. Preis M. 40.—; gebunden M. 50.— | 


Zu beziehen vom | 


Verein deutscher Ingenieure, Druckschriftenvertrieb 


Berlin NW 7, Sommerstr. 4a 7 PostscheckKonto Berlin 1158835 
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| “Brillengläser 
Feldstecher 
Geodätische Instrumente 

Mikroskope 

Photographische Objektive 
Lupen 
Auto-Scheinwerfer 
Optische Meßinstrumente : 
| Medizinisch- 
optische Instrumente 


Astronomische Instrumente 
Feinmeßwerkzeuge 
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